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Apresentacao

Os projetos Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina (ORM) e Re-
vista da ORM sdo totalmente idealizados, organizados e executados por bolsistas de
extensdo, com bolsas do programa PROBOLSA 2010, do Departamento de Projetos
de Extensdo (DPE) da Pro-Reitoria de Pesquisa e Extensdo (PRPE), por bolsistas
do Programa de Educagdo Tutorial (PET/SESu/MEC) Matemética da UFSC, com
o apoio da Pro-Reitoria de Ensino e Graduagdo, por alunos com bolsas de perma-
néncia, da Pro-Reitoria de Assuntos Estudantis (PRAE), por alunos voluntdrios do
Curso de Matemdtica, e com a participacao de seis professores do Departamento de
Matemdtica da UFSC. Estes projetos foram apresentados na 9* Semana de Ensino,
Pesquisa e Extensdo (SEPEX) da UFSC realizada em outubro de 2010. A Revista foi
totalmente financiada pelo Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecno-
logico (CNPq), através de um projeto nacional de olimpiadas regionais. Cabe ressaltar
que tanto a ORM como a Revista sdo projetos de extensdo do PET Matematica e do
Departamento de Matemdtica da UFSC, sendo considerados Projetos Institucionais
Permanentes desta Universidade, recebendo ainda um importante apoio do Centro de
Ciéncias Fisicas e Matemdticas (CFM) ao qual o Departamento de Matemdtica esta
vinculado.

Neste nimero discutimos as provas e as solu¢des da XII ORM (2009), juntamente
com alguns dados, listas de premiados e escolas participantes daquele ano. Seis artigos
sd0 aqui apresentados, um deles contando um pouco da histéria da ORM, e os outros
com contetido matemdtico de nivel intermedidrio. Na secdo Problemas Propostos sdo
encontrados problemas de desafio, acessiveis aos estudantes das escolas, em especial
aqueles do ensino médio.

A Revista contém ainda uma se¢éo com uma lista de todos os alunos participantes
das ORM e que foram premiados em outras olimpiadas de matemadtica, tais como as
nacionais Olimpiada Brasileira de Matemdtica das FEscolas Publicas
(OBMEP) e Olimpiada Brasileira de Matemdtica (OBM), e as internacionais
Olimpiada Iberoamericana de Matemdtica, a Olimpiada de Matemdtica do Cone Sul,
a Olimpiada de Mayo, a International Mathematical Olympiad (IMO), a Romanian
Master in Mathematics, a Asian Pacific Mathematics Olympiad (APMO) e a univer-
sitaria International Mathematical Competition for Uniiversity Students. Salientamos
que ha alunos de Santa Catarina premiados em cada uma dessas olimpiadas e desta-
camos, em especial, os alunos que integraram as equipes brasileiras na IMO, Renan
Henrique Finder (medalhas de prata na 49* e na 50* IMO), e Gustavo Lisboa Empi-
notti (medalha de bronze na 51 IMO).

Revista da ORM/SC n° 8, 2011



Sugerimos que os leitores consultem nossa pagina (ver na contra-capa) para aces-
sar todos os nimeros anteriores da Revista, os treinamentos realizados com os estu-
dantes das escolas, com a nova op¢ao neste ano de video-treinamentos (uma parceria
com o Laboratdrio de Ambiente de Ensino a Distdncia - LAED - do Departamento de
Matemdtica da UFSC), e outras informacdes sobre a ORM.

Esta Revista estard sendo distribuida gratuitamente, no decorrer de 2011, a mais
de 800 escolas de todo o estado de Santa Catarina, aos alunos premiados em 2010 aos
e professores de suas escolas, aos alunos calouros de 2011 do Curso de Matematica
da UFSC e a vdrias universidades do pais. As escolas interessadas em receber esta
Revista devem nos escrever solicitando o envio da mesma.

Encorajamos ainda todos os leitores e interessados a nos enviar artigos, problemas
e solugdes de problemas propostos, bem como criticas e sugestoes.

Floriandpolis, 20 de novembro de 2010.

José Luiz Rosas Pinho

Coordenador da Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina
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ORM em Numeros 11

ORM em Nuameros

Na primeira fase da XII Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina
participaram 7.935 alunos de ensino fundamental e médio de 238 escolas de 85 mu-
nicipios do estado. Deste total, foram classificados 1.012 alunos para a 2? fase, dos
quais 567 compareceram para realizar a prova, cujas distribuicdes por niveis e séries
sd0 mostradas abaixo.

Total de alunos participantes da 2? fase, separados por niveis

Nivel 1: 228
Nivel 2: 208

Nivel 3: 131

Nivel 1

52 série / 6° ano: 93

62 série /
7° ano 62 série / 7° ano: 135
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12 XII ORM (2009)

Nivel 2

72 série / 72 série / 8° ano: 85

8° ano

82 série / 9° ano: 123

Nivel 3

1° ano: 33

2° ano: 40

3% ano: 58
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Provas e Gabaritos 13

Provas e Gabaritos
Prova Nivel 1

1. Amanda, Bianca, Cldudia, Carmem, Danilo, Eliezer, Licio, Michely, Nereu e
Virginia sdo dez amigos que possuem pelo menos um gato em suas casas. Ne-
nhum deles tem mais do que nove gatos. Conhecem-se as somas dos gatos de
algumas dessas pessoas, segundo as linhas e as colunas da tabela a seguir:

Danilo Bianca | Claudia | 10
Nereu | Michely | Virginia | Carmem | 30
Eliezer | Amanda Licio 21

13 13 24 11

As quantidades de gatos das pessoas em cada linha ou em cada coluna sdo dife-
rentes.

Por exemplo, na primeira linha, Danilo, Bianca e Cldudia t€ém quantidades dife-
rentes de gatos, cuja soma € igual a 10; e na terceira coluna, Bianca, Virginia e
Licio possuem quantidades diferentes de gatos, cuja soma ¢ igual a 24. Quantos
gatos tem cada um deles?

2. O trago de um nimero natural é a soma de seus algarismos. Por exemplo, o
tragode 51 é 6 pois5+1 =6

a) Quais s@o os nimeros de dois algarismos cujo traco é o quadrado de um
nimero inteiro?

b) Quais sdo todos os nimeros, cujos algarismos s@o todos diferentes de zero,
tais que seu traco € 5?

3. Encontre todos os nimeros primos de dois algarismos cujo quadrado, diminuido
de 1, € divisivel por 45.

4. Quadrados de lado 1 sdo empilhados formando sucessivamente figuras com 3
quadrados na base, 5 quadrados na base, 7 quadrados na base, e assim por di-
ante.

Revista da ORM/SC n° 8, 2011
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XII ORM (2009)

Calcule o perimetro da figura que tem 2009 quadrados em sua base. (Observa-
¢d0: o perimetro de uma figura € o comprimento da linha que delimita a figura.
Por exemplo, a primeira figura acima tem perimetro 10 e a segunda tem peri-
metro 16).

. O Sr. Tejado pretende construir um telhado retangular de 3m de comprimento

por 10m de largura. Uma loja vende trés tipos de telhas , 77, T e T3, todas com
1 metro de largura e comprimentos de 1 metro, 60 centimetros e 40 centimetros,
respectivamente. Os trés tipos de telhas podem ser usados para cobrir o telhado
(n@o € necessdrio usar apenas um tipo de telha). No entanto, quaisquer duas
telhas vizinhas devem ser sobrepostas por 10cm (conforme exemplo com um
telhado de 4 telhas). Além disso, qualquer fileira de telhas ao longo da largura
deve ser formada por telhas de mesmo tipo, sendo permitida a variacéo de tipo
ao longo do comprimento.

Sobreposicao de 10cm

comprimento da telha

Sobreposi¢do de 10cm

44— comprimento do telhado

largura da telha
4—— largura do telhado ————
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Provas e Gabaritos 15

a) D& um exemplo de um modo de cobrir o telhado (quantas telhas de cada tipo)
sem que sobrem ou faltem telhas.

b) De quantas maneiras (quantas telhas de cada tipo) € possivel cobrir o telhado
(sem sobrar nem faltar telhas)?

Revista da ORM/SC n° 8, 2011



16 XII ORM (2009)

Prova Nivel 2

1. Amanda, Bianca, Cldudia, Carmem, Danilo, Eliezer, Licio, Michely, Nereu
e Virginia sdo dez amigos que possuem pelo menos um gato em suas casas.
Bianca, Michely e Eliezer ttm o mesmo nimero de gatos e Carmem e Licio
também possuem o mesmo nimero de gatos. Além disso, Virginia ndo tem
o mesmo numero de gatos que Bianca. Conhecem-se as somas dos gatos de
algumas dessas pessoas, segundo as linhas e colunas da tabela a seguir:

Danilo Bianca | Claudia | 10
Nereu | Michely | Virginia | Carmem | 30
Eliezer | Amanda Licio 21

13 13 24 11

Por exemplo, na quarta coluna, a soma dos nimeros de gatos de Cldudia e Car-
mem € 11, e na terceira linha, a soma dos nimeros de gatos de Eliezer, Amanda
e Licio é 21. Quantos gatos tem cada um deles?

2. Escreva 2009 como soma dos quadrados de dois niimeros inteiros positivos.

3. Na figura, AABC é um tridingulo equilatero de lado igual a [ ¢ AMNP ¢ um
tridngulo inscrito em AABC tal que MN é perpendicular a AB, NP é perpendi-
cular a BC e PM ¢ perpendicular a AC.

Cc

Revista da ORM/SC n° 8, 2011



Provas e Gabaritos 17

Explique porque AMNP também € equildtero e calcule a razdo entre as dreas
dos tridngulos AABC e AMNP.

4. Na figura abaixo estdo 2008 retangulos colados, todos de altura 2cm, e de bases
2cm, 3cm, 4cm, . . ., 2009cm (s@o mostrados apenas os trés primeiros e o ultimo
retdngulo). Em cada um desses retangulos hd um ponto em seu interior que
forma, com os vértices do retangulo, dois tridngulos que estdo sombreados.
Calcule a soma das areas de todos esses tridngulos sombreados.

nas 2009

2 3 4

5. O Sr. Tejado pretende construir um telhado retangular de 3m de comprimento
por 10m de largura. Uma loja vende trés tipos de telhas , T3, 715 e T3, todas com
1 metro de largura e comprimentos de 1 metro, 60 centimetros e 40 centimetros,
respectivamente. Os trés tipos de telhas podem ser usados para cobrir o telhado
(n@o € necessdrio usar apenas um tipo de telha), no entanto, quaisquer duas
telhas vizinhas devem ser sobrepostas por 10cm (conforme exemplo com um
telhado de 4 telhas). Além disso, qualquer fileira de telhas ao longo da largura
deve ser formada por telhas de mesmo tipo, sendo permitida a variagao de tipo
ao longo do comprimento.

Sobreposicao de 10cm

comprimento da telha

Sobreposi¢do de 10cm

44— comprimento do telhado

largura da telha
4—— largura do telhado ————

Revista da ORM/SC n° 8, 2011
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XII ORM (2009)

a) D& um exemplo de como cobrir o telhado (quantas telhas de cada tipo) sem
que sobrem ou faltem telhas.

b) Com quantas combinag¢des de telhas é possivel cobrir o telhado (sem sobrar
nem faltar telhas)?

¢) Para fixar as telhas sdo usadas ripas de madeira, ao longo da largura do te-
lhado, da seguinte forma: 5 ripas para cada telha 77, 3 ripas para cada telha 75
e 2 ripas para cada telha T5. Qual combinagdo de telhas deve ser usada para que
seja gasto a menor quantidade possivel de metros de ripas para fixar o mesmo
telhado? Sabe-se que uma ripa pode suportar mais de uma telha, e que o espa-
camento entre as ripas deve ser pelo menos 15cm. Quantos metros de ripas sdo
necessdrios neste caso?

Revista da ORM/SC n° 8, 2011



Provas e Gabaritos 19

Prova Nivel 3

1. Chamaremos um nimero inteiro y maior do que 1 de harmémico se existir um
ndmero inteiro positivo z de n algarismos tal que:

vy o
y—1 10" —z

Neste caso diremos que x € um conjugado harmonico de y.

a) Encontre o menor niimero harmonico.

b) Prove que todo nimero harménico, exceto o menor deles, termina em 13 ou
em 63.

¢) Mostre que nado € possivel encontrar um nimero harmonico cujo conjugado
harmonico seja também harmonico.

2. Escreva 2009 como a soma de trés quadrados perfeitos positivos.

3. Considere a figura plana construida com quadrados empilhados de forma recur-
siva da seguinte maneira:

Passo1 Passo 2 Passo 3 Passo 4

—

N|= A=

[NIEN
N|= B2 o=

o]

ENJ N
|

R 1
2 4 2

Apds uma infinidade de passos obtemos uma figura final com infinitos quadra-
dos (suponha que isso fosse possivel de ser feito).

a) Calcule o perimetro da figura final.
b) Calcule a 4rea da figura final.

4. Encontre todos os pares (z,y), com x e y inteiros, para os quais a expressio

(22 4 3y?) - 20-2"=v")

Revista da ORM/SC n° 8, 2011
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XII ORM (2009)

atinge seu valor mdximo. Que valor é esse?

. Oito pontos A, B, C, D, E, F, G e H sdo distribuidos aleatoriamente em uma

circunferéncia de raio R fixado. Se for possivel tragar oito circunferéncias, com
centros em cada um desses pontos e com raios menores do que a distdncia de
cada um deles aos dois pontos vizinhos, tais que elas sejam tangentes consecu-
tivamente (conforme figura), diremos que essa distribui¢do de pontos apresenta
solucdo para o problema de tangéncia das circunferéncias.

a) Mostre que, se os pontos forem distribuidos formando um octégono com
quatro pares de lados consecutivos de mesmo comprimento (por exemplo, se
AB = BC, CD = DE, EF = FG e GH = HA), entdo essa distribui¢do de pontos
apresenta uma infinidade de solugdes para o problema de tangéncia.

b) D€ um exemplo de uma distribui¢do de pontos que ndo apresenta solugdao
para o problema de tangéncia.

¢) Seja S a soma dos comprimentos das oito circunferéncias quando uma distri-
buicdo de pontos apresenta solucdo para o problema de tangéncia. Mostre que
S ndo varia, qualquer que seja a solugdo para a distribuicao de pontos do item

(a).

d) Calcule S, em fun¢do de R, no caso em que os oito pontos estao distribuidos
formando um octégono regular.

Revista da ORM/SC n° 8, 2011
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Gabarito Nivel 1

1.

a)

Como as quantidades das pessoas em cada linha ou em cada coluna sdo diferen-
tes, as somas maximas possiveis nas linhas ou colunas sio:

2 pessoas: 9+ 8 =17
3 pessoas: 9+ 8+ 7 =24
4 pessoas: 9+ 8+ 7+ 6 = 30

Essas somas maximas sdo atingindas na segunda linha e na terceira coluna. Co-
mecando pela terceira coluna, temos que Bianca, Virginia e Licio tém 9, 8 ou
7 gatos, nao se sabe ainda a ordem. Porém, Bianca s6 poderd ter 7 gatos pois,
caso tivesse 8 gatos, entdo Danilo e Cldudia, ambos na primeira linha, teriam 1
gato cada, o que ndo pode ocorrer. Caso Bianca tivesse 9 gatos, entdo ou Danilo
ou Claudia ndo teriam gatos, o que também ndo pode ocorrer. Agora, se Bianca
possui 7 gatos, entdo Danilo e Cldudia (na primeira linha) devem possuir 1 e
2 gatos, ndo nessa ordem possivelmente. Porém, se Cldudia possuisse 1 gato
entdo Carmem deveria possuir 10 gatos (4* coluna), o que ndo pode ocorrer.
Logo, Cldudia possui 2 gatos, Danilo possui 1 gato e Carmem possui 9 gatos.
Segue que, como Carmem possui 9 gatos, Virginia (3* coluna) deve possuir 8
gatos e Licio possui 9 gatos. Na segunda coluna, temos que Danilo possui 1
gato, portanto, Michely e Amanda possuem juntas 12 gatos, o que nos d4 as
possibilidades: 9 e 3, 8 e 4, 7 e 5. Por outro lado, na segunda linha (que tem
soma mdxima), Carmem possui 9 gatos e Virginia possui 8 gatos. Restam 13
gatos para Nereu e Michely, com as possibilidades: 7 e 6 (soma maxima). Por-
tanto, Michely s6 pode possuir 7 gatos, e dai Amanda possui 5 gatos. Segue que
Nereu possui 6 gatos e Eliezer possui 7 gatos.

Resposta:

Amanda (5 gatos); Bianca (7 gatos); Claudia (2 gatos); Carmem (9 gatos); Da-
nilo (1 gato); Eliezer (7 gatos); Licio (9 gatos); Michely (7 gatos); Nereu (6
gatos); Virginia (8 gatos).

O menor traco possivel de um nimero de dois algarismos é 1 (j4 que o menor
nimero de dois algarismos € o 10) e o maior trago possivel para um nimero
de dois algarismos € o 18 (ja que o maior nimero de dois algarismos é o 99).

Revista da ORM/SC n° 8, 2011
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XII ORM (2009)

b)

Os quadrados menores que 18 sd3o: 1, 4, 9 e 16. Basta entdo verificar quais
nimeros de dois algarismos tém trago igual a 1, 4, 9 ou 16.

Para 1 temos: 10.

Para 4 temos: 22, 40, 31 ¢ 13.

Para 9 temos: 54, 45, 63, 36, 72, 27, 81, 18 € 90.

Para 16 temos: 88, 79 e 97.

Resposta:
Ao todo temos 17 niimeros cujo traco é um quadrado perfeito, que sdo: 10, 22,
40, 31, 13, 54, 45, 63, 36, 72, 27, 81, 18, 90, 88, 79 e 97.

Nao ha ndmeros de seis algarismos, todos distintos de zero, que tenham tracgo 5.
Com cinco algarismos temos: 11111.

Com quatro algarismos temos: 2111, 1211, 1121 e 1112.

Com trés algarismos temos: 113, 131, 311, 122, 212 e 221.

Com dois algarismos temos: 14, 41, 32 e 23.

Com um algarismo temos: 5.

Resposta:
Ao todo temos 16 nimeros cujo trago € 5, que sdo: 5, 14, 23, 32, 41, 113, 122,
131, 212, 221, 311, 1112, 1121, 1211, 2111 e 11111.

Para ser divisivel por 45, um nimero deve ser divisivel por 5 e por 9.

Todos os niimeros divisiveis por 5 terminam em 5 ou em 0.

Se o0 quadrado de um primo menos 1 terminar em 5, entao esse quadrado termina
em 6 e ndo seria o quadrado de um primo porque seria o quadrado de um niimero
par e o tnico nimero primo par é o nimero 2.

Logo, o quadrado do primo menos 1 termina em 0, e entdo o quadrado do primo
deve terminar em 1.

Os ndmeros cujos quadrados terminam em 1 s@o aqueles que terminam em 1 ou
em 9.

Entdo, consideremos os seguintes nimeros primos de dois algarismos:
11 — 112 = 121 — 121 — 1 = 120. 120 ndo é mdltiplo de 9.

*19 — 192 = 361 — 361 — 1 = 360. 360 é mdltiplo de 9.

29 —» 292 = 841 — 841 — 1 = 840. 840 ndio é miiltiplo de 9.

31 — 312 = 961 — 961 — 1 = 960. 960 ndo é miltiplo de 9.

41 — 412 = 1681 —> 1681 — 1 = 1680. 1680 nio é miiltiplo de 9.
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a)

59 — 592 = 3481 — 3481 — 1 = 3480. 3480 ndo é mdltiplo de 9.
61 — 612 = 3721 —» 3721 — 1 = 3720. 3720 ndo é maltiplo de 9.
*71 — 712 = 5041 — 5041 — 1 = 5040. 5040 é mdltiplo de 9.
79 — 792 = 6241 — 6241 — 1 = 6240. 6240 ndo é maltiplo de 9.
%89 — 892 = 7921 — 7921 — 1 = 7920. 7920 é miiltiplo de 9.

Resposta:
Os ndmeros primos de dois algarismos cujo quadrado menos 1 é divisivel por
45 s30 19, 71 e 89.

Repare que a soma dos segmentos horizontais € igual a duas vezes o compri-
mento maximo horizontal (base), e que a soma dos segmentos verticais é igual
a duas vezes a altura maxima. A altura maxima € igual a base mais 1, sobre

1
=3e

L 3 (
2. Por exemplo, na primeira figura é = 2, na segunda é

na terceira é = 4. Assim, na figura que tem 2009 quadrados na base, a

2 1
altura é % = 1005.

Resposta:
O perimetro é: 2 x 2009 4 2 x 1005 = 4018 + 2010 = 6028.

Como todas as telhas tém 1m de largura e como ha a sobreposicdo de 10cm,
serdo necessdrias 11 telhas em cada fileira ao longo da largura (podemos consi-
derar 1 telha de 1m = 100cm e mais 10 telhas de 90cm, devido a sobreposicgao,
totalizando uma largura de 100cm + 10 x 90cm = 1000cm = 10m). Para o
comprimento, consideramos a primeira telha como sendo a maior e as seguintes,
do mesmo comprimento ou menor, diminuidas de 10cm cada.

Assim, um exemplo possivel ao longo do comprimento, sera:

2 telhas de 1m = 100cm — 100cm 4+ 90cm restando 110cm para serem
cobertos. Ora, 110cm ndo € multiplo de 50cm (correspondente a uma telha
T5, de 60cm, menos 10cm) nem é multiplo de 30cm (correspondente a uma
telha T3, de 40cm, menos 10cm). Portanto, para cobrir os 110cm faltantes
podemos ter: 50cm + 60cm = 50cm + 2 x 30cm, ou seja, 1 telha T5, 2 telhas
T3

Resposta:
Ao longo do comprimento, teriamos, 277,175 e 273. No total seriam:
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b)

2 x 11 = 22 telhas T7, 1 x 11 = 11 telhas T e 2 x 11 = 22 telhas T3, para

cobrir o telhado.

Além da possibilidade em (a), temos para o comprimento:
b1) 177 — 100cm (restam 200cm)

4Ty — 4 x 50 = 200cm

by) 177 — 100cm (restam 200cm)

1Ty — 50cm (restam 150cm)

513 — 5 x 30 = 150cm

bs) 175 — 60cm (restam 240cm)

3T5 — 3 x 50cm (restam 90cm)

313 — 3 x 30 = 90cm

by) 1T — 60cm (restam 240cm)

813 — 8 x 30cm = 240cm

Nao € possivel cobrir o telhado s6 com telhas 77 ou 15 ou T5.

Resposta:

No total, sdo 5 combinag¢des de telhas, a menos da ordem em que sdo usadas ao
longo do comprimento.
bo) Nos dd: 22 telhas 77, mais 11 telhas 75, mais 22 telhas T5

b1) Nos dd
by) Nos dé
b3) Nos d4
by) Nos dé

: 11 telhas 77, mais 44 telhas T5.
: 11 telhas 77, mais 11 telhas 75, mais 55 telhas T5.
: 44 telhas T5, mais 33 telhas 75.
: 11 telhas 75, mais 88 telhas 75.
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Gabarito Nivel 2

1. Sejam:
A - niimero de gatos de Amanda
B - nimero de gatos de Bianca
C - nimero de gatos de Cldudia
K - nimero de gatos de Carmem
D - ntimero de gatos de Danilo
E - ndmero de gatos de Eliezer
L - nimero de gatos de Licio
M - nimero de gatos de Michely
N - nimero de gatos de Nereu
V - ntimero de gatos de Virginia

Entdo as trés linhas e as quatro colunas fornecem as sete equagdes:

D+B+C=10
N+M+V+K =30
E+A+L=21
N+ E =13
D+M+A=13
B+V +L=24
C+K=11

Sabemos que B = M = E, e que K = L. Substituindo M e E por B, e L por
K, nas equagdes acima, obtemos:

D+B+C=10 1)
N+B+V+K=30 (2
B+rA+K=21 A3)
N+B=13 @)
D+B+A=13 (5)
B+V+K=2 (6)
C+K=11 )

De (2) e (6), obtemos N + 24 =30 ou N = 6.
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Levando esse valor para (4), obtemos: 6 + B =13ou B = 7.

Levando esses valores em (1), (3), (5), (7), obtemos:

D+C=3 (8
A+K=14 (9
D+A=6 (10)
C+K=11 (1)

A equacio (8) é fundamental e fornece-nos duas respostas possiveis:
a)D=1,C=2

b)D=2:C=1

Entdo, levando em cada caso, esses valores as outras equacgdes, obtemos:

ayD =1,

C=2;

1+A=6=— A=25;
5+ K=14— K =0;
T+V+9=24—V =8

b) D = 2;

c=1;

2+A=6=— A=4,

44+ K =14 —=— K =10;
T+V+10=2d =V =7

O caso b € descartado, pois V = B = 7.

Resposta:

N =6
B=M=FE=T7
=1

=== QU
([l
oolmw
Il
©
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2. Precisamos encontrar uma nova forma de representar o nimero 2009. Através
da fatoracgdo, temos que:
2009 = 77 - 41

Contudo, ainda ndo possuimos uma soma, nem dois nimeros quadrados. Note
que 41 = 16 + 25, que sdo dois nimeros quadrados (4% e 52 respectivamente).
Entao:

2009 = 7% - (16 4 25) = 7% - (4% + 5%)

Aplicando a propriedade distributiva da multiplicagdo, obtemos:

2009 = 72 - 4% + 72 . 5% = 282 + 352

Resposta:
O ndmero 2009 pode ser escrito como a soma dos quadrados de 28 e 35.

3. Observe que os tridngulos AAMP, ABNM e ACPN sio retingulos com
angulos de 30° e 60° graus. Segue que os Angulos do AM N P sio:

/ZPMN =/MNP =/NPM = 60°.

Portanto o AMNP ¢ equilitero e MP = MN = NP. Segue, pelo caso
angulo-lado-angulo, que os tridngulos AAMP, ABNM e ACPN s&o con-

gruentes. Por outro lado, em qualquer desses tridngulos retangulos tem-se que o

BM CP
cateto menor € igual a metade da hipotenusa, ou seja, BM = 5 CN = N

AM
e AP = — ou ainda, cada lado do tridngulo A ABC est4 dividido na razdo

2 : 1 pelos pontos M, N e P respectivamente. Portanto,

CN:BM:AP:éeBN:AM:CP:%Z.

Isto ocorre porque, se tomarmos B’ em AM tal que /B'NM = 30°,
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N
30930°
60°
B’ M B
entdo B’ = 60° e AB'BN serd equildtero. Logo, como B'M = BM (pois os
BN
triAngulos AB’M N e ABM N sdo congruentes), teremos BM = -5 -
Entao, no ABM N, obteremos (usando o Teorema de Pitdgoras) que:
2\*  [1\? 32 !
MN? =BN?-BM?= (=) — (5 :3—,0uMN:£.
3 3 32 3
l o V3
. BM x MN 3% 3 23
Entdo Area ABMN = X =3 3 = \f
2 2 18
Assim: ) ) )
Area AMNP = Area AABC —3 x Area ABMN = ! f — l %/g = ! 1\;3
Resposta:
, V3
Area AABC 4
~ = =3
Area AMNP 123
12

. 2-n .
. Em qualquer retangulo de base n, a drea hachurada serd igual a —— = n, pois

os dois tridingulos sombreados tém lados iguais (altura do retangulo ou base do
retangulo) e alturas, que somadas sdo iguais a base (ou a altura) do retangulo.
Assim, a soma A das dreas sombreadas ser4:

A=2+3+4+..42008 + 2009
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Vamos calcular esta soma.
Seja
S=14+2+..+ 2008+ 2009

S =2009+2008+...+2+1

25 = (1 +2009) + (2 + 2008) + (3 4 2007) + (2009 + 1) = 2009 - 2010

S = 2009 - 1005 = 2019045

Resposta:
A=5-—1=2019044.

Solucao:

Como todas as telhas tém 1m de largura e como ha a sobreposicdo de 10cm
serdo necessdrias 11 telhas em cada fileira ao longo da largura (podemos consi-
derar 1 telha de 1m = 100cm e mais 10 telhas de 90cm - devido a sobreposicao
- totalizando uma largura de 100cm + 10 x 90cm = 1000cm = 10m). Para o
comprimento consideramos a primeira telha como sendo a maior e as seguintes
do mesmo comprimento ou menor, diminuidas de 10cm cada.

Assim, um exemplo possivel, ao longo do comprimento sera:

2 telhas de 1m = 100cm — 100cm + 90cm restando 110cm para serem co-
bertos. Ora, 110cm ndo é multiplo de 50cm (correspondente a uma telha 75, de
60cm, menos 10cm) nem é multiplo de 30cm (correspondente a uma telha T3,
de 40cm, menos 10cm). Portanto, para cobrir os 110cm faltantes podemos ter:
50cm 4+ 60cm = 50cm + 2 x 30cm, ou seja, 1 telha T5 e 2 telhas T35

Resposta:
Ao longo do comprimento, terfamos 277,175 e 275. No total seriam:

2 x 11 = 22 telhas 77, 1 x 11 = 11 telhas 75 e 2 x 11 = 22 telhas T3, para
cobrir o telhado.
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b)

c)

Além da possibilidade em (a), temos para o comprimento:
b1) 177 — 100cm (restam 200cm)
475 — 4 x 50 = 200cm

by) 177 — 100cm (restam 200cm)
175 — 50cm (restam 150cm)

575 — 5 x 30 = 150cm

bs) 175 — 60cm (restam 240cm)
3Ty — 3 x 50cm (restam 90cm)
3T3 — 3 x 30 = 90cm

by) 1T5 — 60cm (restam 240cm)
813 — 8 x 30cm = 240cm

Nao € possivel cobrir o telhado sé com telhas 7% ou 75 ou 75.

Resposta:

No total, sdo 5 combinag¢des de telhas, a menos da ordem em que sdo usadas ao
longo do comprimento.

bo) Nos dd: 22 telhas 77 mais 11 telhas T» mais 22 telhas T5.

b1) Nos dé: 11 telhas 77 mais 44 telhas T5.
by) Nos dé: 11 telhas Ty, mais 11 telhas 75 mais 55 telhas Ts.
bs) Nos dd: 44 telhas T mais 33 telhas T5.
by) Nos dé: 11 telhas T mais 88 telhas T5.

Temos que analisar as 5 combinacdes encontradas nos itens (a) e (b). Para sa-
ber a quantidade minima de metros de ripas, basta analisar cada combincao de
telhas ao longo do comprimento, considerando os tipos de cada telha a serem
usadas. Para a primeira telha, consideramos o nimero dado, segundo o tipo,
de ripas que é necessdrio e, para as seguintes, consideramos o nimero dado,
menos 1 (ja que uma ripa pode suportar mais de uma telha). Isso pode ser feito
independentemente da ordem das telhas.
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Resposta:

bo) 211 + 115 + 215 — 5 ripas +4 ripas +2 ripas +2 x 1 ripas= 13 ripas.
(1aT1, 2aT1, uma T2, 2><T3)

b1) 1Ty + 475 — 5 ripas +4 x 2 ripas = 13 ripas.

by) 1Ty + 175 + 573 — 5 ripas +2 ripas +5 x 1 ripas = 12 ripas.

bs) 175 + 3T + 375 — 3 ripas +3 x 2 ripas +3 x 1 ripas = 12 ripas.
by) 175 + 875 — 3 ripas +8 x 1 ripas = 11 ripas.

Portanto, a combinagdo (b4) dd o nimero minimo de ripas, e serdo 11 x 11 =
121 metros de ripas.
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Gabarito Nivel 3

1.

a)

b)

y o 10™y
y—1 10" —z 2y —1°
Os nimeros y e 2y — 1 ndo possuem fatores em comum pois, caso contrario, se
y=mke2y—1=I1k, comk > 1, teriamos 2y = 2mk e 2mk — 1 = [k, ou
(2m —1)k = 1, o que nos dd k = 1. Portanto, 2y — 1 divide 10" e, como 2y — 1
¢ impar, entdo 2y — 1 deve ser poténcia de 5:

De , obtemos r =

oP 41
20 —1=5ouy = ; .

Se p = 0, entdo y = 1 e ndo nos interessa.

Se p = 1, entdo y = 3, que é o menor nimero harmdnico.
10.3

= 6.
6—1

Nesse caso, r =

Resposta:
O menor nimero harmonico é y = 3.

25+1 10%.13
Para p = 2, temos y = 2+ =13ex = 5 = 52 (paraxcom |
algarismo ndo terfamos X inteiro).

126 _10%.63

ParapzS,temossz 63ex = = 498 ( para x com 2

125
algarismos ndo terfamos x inteiro).

Agora note que, se y termina em 13, entdo y = 102.a + 13, para algum inteiro
5" +1

a. Entdo 10%2.a + 13 = * ,oub” =2.10%a + 25 0u 5 = 2 - 10%b + 125,

0 que nos leva ao niimero harmdnico seguinte:

571 +1  10.10%a+ 12541

2 2
harmonico termina em 63.

= 5a.102 + 63, ou seja, o préximo nimero

5" +1
Se y termina em 63, entio y = 102.b+ 63 = +

, 0 que nos leva ao nimero

harmonico seguinte:
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¢)

a)

srtl 4 q 10.1026+ 5.125 + 1
t1_ + t1_ 5b.102 + 313, ou seja, o préximo niimero

2
harmoénico termina em 13.

Y x
y—1 10" —x
impar, entdo x deve ser par (qualquer conjugado harmdnico é par). Como todos
os nimeros harmdnicos sdo impares (terminam em 3), entdo ndo é possivel
encontrar um nimero harmonico cujo conjugado harmdnico seja harmdnico.

De

, obtemos 10™y = (2y—1)x e, como 10"y é pare 2y—1¢

Note que 7 divide 2009. Daf temos:

2009 =T7°%-41
= 72(16 + 25)
=7%(16+ 16+ 9)
— 72(42 +42 _|_32)
= 282 4 282 4 212
OBS: Ha outras respostas possiveis. Por exemplo:

2009 = 1600 + 400 + 9 = 402 + 202 + 32.

Note que, no passo n, a altura e o comprimento da pilha sdo iguais a

I+5+5+. +3r

Assim, o perimetro da figura nesse passo n € igual a

1— —
11 1 on

Wy, =4-1+-4+-4+... 4+ — ) =4-
P <+2+4+ +2n1> 1

No “passo co” teremos

=1 1
2px=4-227:4.17 =8
k=0

=
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b)

Resposta:
O perimetro da figura final serd 8.

No passo n a drea total da figura sera:
A =lb2 (3 ra (18 ()72t ()

Assim, no “passo co” teremos:

1 1 1

OBS: Embora as figuras se “aproximem”, em termos de area, do tridngulo re-
tangulo de catetos iguais a 2, em termos de perimetro isso nao acontece, pois
para n “bem grande” o perimetro estd “préximo” de 8, e o perimetro daquele

tridngulo é igual a 2 + 2 4 21/2 2 6, 8.

Resposta:
A drea da figura final serd 2.

Vamos analisar os valores da expressdo para = e y na circunferéncia de raio k e
centro (0, 0):
22 4P = k2

Entdo,
(22 4 3y?) - ol—a’—y® (22 + % + 21?) col—(22+y”) (k2 + 2¢2) - 91—k?

2 z . A . pe .
Como 2'~% & constante (na circunferéncia), teremos que o valor maximo da
expressdo, para z e y na circunferéncia de raio k, serd atingido quando y = £k
(e neste caso x = 0). Tal valor sera

2
9 o126k 6n 9
3k° -2 =0 = g n = k*°.
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a)

. 6n
Basta entdo analisar os valores de S = k2.

Sen = 1oun = 2 teremos o valor 3. Paran = 1 teremos k = 1 e, portanto,
y = +1. Paran = 2 teremos k = /2, o que ndo nos d4 valor inteiro para .

6n
Vamos mostrar agora que o < 3,sen > 3. Paran = 3 teremos:

6n 18
— = — < 3.
n 8 <

Suponhamos que essa desigualdade é verdadeira para n > 3. Entdo, paran + 1:
6(n+1)=6n+6<3-2"+3-2=23(2"+2).

Mas 2" +2 =2(2""1 +1) <2-2" < 2"l jaque 2" "' +1 < 2", se n > 3.
Logo, o valor mdximo é 3 e é atingido em (0, 1) ou em (0, —1).

Resposta:
O valor mdximo é 3 e é atingido para (0,1) e (0, —1).

Antes de mais nada notamos que, se duas circunferéncias sao tangentes, entao
0s seus centros e o ponto de tangéncia sdo colineares.

Seja B o vértice tal que AB = BC, e tal que esses sejam os menores lados
do poligono ABCDEFG. Entao, considerando que AB = BC,CD = DE,
EF = FGe GH = HA, e que T} é o ponto de tangéncia entre A e B (das
circunferéncias de centros A e B), T entre B e C, T3 entre C e D, T, en-
tre De E, Ts entre E e F, Tg entre F e G, T entre G e H, e Ty entre H
e A, teremos, chamando de r4 o raio da circunferéncia de centro A, de rg o
raio da circunferéncia de centro B, e assim por diante, as seguintes igualdades:
BT1 = BT2 =TrB

CTQ = CT3 =Tc

DT3 = DT4 =Tp

ET4 = ET5 =TE

FT5 = FTG =Tr

GT6 = GT7 =Trag

HT7 = HTS =TH

ATg = ATl =TA

Das igualdades acima e de
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AB = BC obtemos que ry = ATy = AT} = CTy, = CT3 = r¢;

deCD =DE,querc =CT3 = ET, =rg;

de EF = FG,que rg = ET5 = GTg = rg;

de GH = HA,que rg = GT7 = ATy = r4.

Portanto, 74 = r¢ = rg = rg, e haverd quatro circunferéncias de mesmo
raio. Note que comecando pelo vértice que possui os dois lados iguais conse-
cutivos menores, sempre podemos obter as oito circunferéncias de modo que
a distribuicdo apresente solugdo para o problema de tangéncia das circunferén-
cias. Além disso, qualquer pequena variacdo em rg = BT} = BT, continuara
a dar solugdes para o problema. Portanto, hd uma infinidade de solucdes.

b) Basta tomar uma distribuigdo tal que AB = C'D e tal que AB < B—f. Nesse

caso, teremos BT} < AB < BTC, o que nos dd BT} = BT» < BTC. Dai

CTy > % = CD, ou seja, qualquer que seja 4 temos que rc > C'D, e ndo
havera solugd@o para o problema de tangéncia.

A B

¢) A soma S sera dada por:
S=2n(ra+rg+rc+rp+rg+rr+rec+ru),

E2(ra+rg+rc+rp+rg+rr+rc+rg)éo perimetro do poligono
ABCDEFGH, que é constante, fixados os oito pontos.

d) Se ABCDEFG for um octégono regular, entdo

Revista da ORM/SC n° 8, 2011



Provas e Gabaritos 37

S=m2p=8nl,coml=AB=BC=CD=DE=FF=FG=GH

Vamos calcular [ em fungdo de R. Temos que AC é o lado do quadrado inscrito

na circunferéncia. Portanto, AC' = Rv/2. Assim, AM = CM = RT‘/E

Agora, como OAC = OCA = 45°, e AOB = COB = 45°, entdo

OM = AM = CM = B2,

Logo, BM = OB —OM = R— B2 = B3 _\/9),

No ABMC:"

BC? = CM?+ BM?oul? = [By2]2 ¢ |
2

= B2 _ 22— /7).

Portanto, l = R\/2 — v2edai S = 87RV2 — V2.

]l
S
I
©
|
o
=3
o
_|_
%
&)
|
=
&

Resposta:

S =8TRV2 — V2.
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Premiados

Foram premiados 97 estudantes (o que corresponde a 17,1% dos alunos que par-
ticiparam da segunda fase), 7 com medalhas de ouro, 20 com medalhas de prata, 27
com medalhas de bronze e 43 com meng¢des honrosas.

Prémio William Glenn Whitley!

e Bruno da Silveira Dias (Florian6polis)

Nivel 1
Ouro
e Bruno da Silveira Dias (Florian6polis)
e Diego Wyzykowski (Joinville)
e Romeu Retzlaff Junior (Joinville)
Prata
e Davi Gustavo Lisboa Girardi (Floriandpolis)
e Jilia Bertelli (Joinville)
e Ruan Olsen (Rio Negrinho)
e Shadi Bavar (Blumenau)
Bronze
e Carlos Bruno Medeiros da Costa Pereira Neto (Joinville)
e Caroline da Silveira (Joinville)

e Guilherme Sohnlein Exel (Florianépolis)

10 prémio é destinado ao aluno com a maior pontuagio na Olimpiada Regional de Matemitica de
Santa Catarina. Este, ¢ uma homenagem ao professor William Glenn Whitley (ver revista da ORM n° 4) e
comegou a ser entregue no ano de 2006. O primeiro a receber o prémio foi Renan Henrique Finder, seguido
por Gustavo Lisbda Empinotti, o qual foi premiado em 2007 e 2008.
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e Lucas da Silveira Guadagnin (Criciima)

e Marcos Boechat Goede (Pomerode)

e Mariana Bareta Gongalves (Sao José)
Mencao Honrosa

e Ant6nio Jer6nimo Botelho (Tubario)

e Bruno Nunes (Joinville)

e Bruno Siqueira Ferreira (Florian6polis)

e Douglas Ohf (Joinville)

e Fernanda Momm Antunes (Joinville)

e Gabriela Azevedo Lansoni (Florianépolis)

e Guilherme Santos Machado (Blumenau)

e Jordao Luiz Moratelli Junior (Rio do Sul)

e Lucca Lima de Souza (Blumenau)

e Mikael Barbaro de Brito (Itajai)

e Viktéria Wiehermann (Sdo Bento do Sul)

Nivel 2

Ouro

e Arthur Oenning Fagundes (Rio do Sul)
e Isabella Giusti Hernandes (Floriandpolis)

e Jodo Marcos Nicolodi (Florian6polis)
Prata

e Ana Paula Alves da Silva (Criciima)
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e Anna Carolina S. G. Vallim (Florianépolis)

e Bruno Toshio Ogava (Joinville)

e Francisco Henrique Pinheiro Marqués (Cricitima)
e Hugo Diehl de Souza (Criciima)

e Isabella Carolina Borba (Joinville)

e Karina Livramento dos Santos (Navegantes)

e Luiz Gustavo de Oliveira (Joinville)

e Miryan Yumi Sakamoto (Florian6polis)

e Murilo Martini (Blumenau)

e Vinicius Martins Freire (Floriandépolis)

Bronze

e Débora Ganasini (Videira)

e Felipe Paolo Buzzarello (Timb6)

e Gabriel Augusto Moreira (Joinville)

e Gabriel Simas Oliveira (Itajaf)

e Gustavo Reitz Sperotto (Florian6polis)
e Jorge Alexander Sievert (Blumenau)

e Josiane Bueno Gress (Florianépolis)

e Laiane Freitas Suzart (Joinville)

e Leticia Motta (Joinville)

e Lucas Colzani (Gaspar)

e Nicole Braga de Medeiros Nicolak (Joinville)
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Ranieri Francisco Serafin (Cricitima)

Mencao Honrosa

Aluizio Cidral Junior (Joinville)

Anderson Negreli (Sdo Bento do Sul)

Carlos Eduardo Boso (Nova Trento)

Eduardo Adelano Agostini Pasold (Timbd6)
Eduardo Matheus Pimentel de Souza (Florian6polis)
Janine Garcia (Sao Francisco do Sul)

Jodo Paulo Brum dos Santos (Joinville)

Leandro Jun Kimura (Joinville)

Leonard Henrrik Wodtke (Joinville)

Leonardo Tadeu Diniz Leal (Joinville)

Lucas André Bibow (Joinville)

Maria Eugénia Coutto Hernandez (Florianépolis)
Pedro Lucas Gomes (Florianépolis)

Rafael M. Kolesnikovas (Florianépolis)

Rodrigo Malheiros Remor (Florian6polis)
Thiago Vargas Medeiros (Lages)

Tiago Piontkewicz (S@o Bento do Sul)

Vanessa Carvalho Lucas (Joinville)

Vitor Seiji Andrade Tatemoto (Florian6polis)
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Nivel 3
Ouro
e Luiz Gustavo Cordeiro (Florian6polis)
Prata
e André Mateus Netto Spillere (Colégio Sao Bento)
e Francine Rosa Vargas (Imbituba)
e Luis Gustavo Longuen (Rio do Sul)
e Matheus Silva Gongalvez (Florianépolis)
e Natan Cardozo Leal (Sao Bento do Sul)

Bronze

Alexandre Elvis de Souza (Timb0)

Ana Clara Marcondes de Mattos Aréas (Rio do Sul)

Barbara Louize da Silva (Gaspar)

Ivani Ivanova Ivanova (Blumenau)

Lourival Tenfen Junior (Joinville)

e Luiz Fernando Bossa (Brusque)

Matheus Schramm Dall’ Asta (Gaspar)
e Nathana Luana Hoffmann (Blumenau)
e Sérgio Feldmann de Quadros (Itajaf)
Mencao Honrosa
e Carlos Filipe Klahoid (Joinville)

e Clovis Sérgio Bona Junior (Joinville)
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e Eduardo Biscoli Brandao (Videira)

e Gustavo Dela Bruna Noronha (Florian6polis)
e Gustavo Zanini (Gaspar)

e Jodo Marcelo Bitencourt Lima (Tubario)

e [eandro Roza Livramento (Florian6polis)

e Leticia Perini (Timbd)

e Luis Antdnio Vinholi (Joinville)

e Matheus Pera (Blumenau)

e Miguel Busarello Lauterjung (Blumenau)

e Vinicius Abouhaten (Floriandpolis)

e Vinicius Kramer Scariot (Floriandpolis)
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Escolas Participantes

ACBNL Colégio Sdo José (Itajai); Centro de Educacdo Camborit Ltda. (Cam-
borit); Centro de Educacdo Cantinho Feliz Ltda. (Timbd); Centro de Educacdo
do Municipio de Mafra (Mafra); Centro de Educacdo Elcana (Palhoga); Centro de
Educagdo Recanto dos Anjos (Ouro); Centro de Educacdo Tangaraense (Tangard);
Centro Educacional Anita (Sdo José); Centro Educacional Caminho do Saber (Rio
Negrinho); Centro Educacional Canguru (Jaragua do Sul); Centro Educacional Cria-
tivo (Floriandpolis); Centro Educacional Dom Bosco (Chapec6); Centro Educacional
Energia SC Ltda. (Criciima); Centro Educacional Esportivo Valdemiro M. Chiquio
(Lageado); Centro Educacional Fraiburgo Cefrai (Fraiburgo); Centro Educacional
Menino Jesus (Florianépolis); Centro Educacional Paraiso Infantil (Florian6polis);
Centro Educacional Sao Joaquim Ltda. (Sdo Joaquim); Centro Educacional SATC
(Cricitima); Centro Educacional Sigma (Chapecd); Centro Educacional Universo do
Saber (Maravilha); Centro Federal de Educacdo e Tecnologia de SC (Floriandpolis);
Cetisa (Timb6); Colégio Alto Vale Ltda. (Rio do Sul); Colégio Antdnio Peixoto (Flo-
rianépolis); Colégio Bom Jesus Divina Providéncia (Jaragua do Sul); Colégio Bom
Jesus Sto. Antdnio (Blumenau); Colégio Carlos Drummond de Andrade (Capinzal);
Colégio Catarinense (Floriandpolis); Colégio Cenecista Dr. Julio Cesar R. Neves
(Concérdia); Colégio Cenecista José Elias Moreira (Joinville); Colégio Cenecista
Pedro Antonio Fayal (Itajai); Colégio Cenecista Sdo José (Rio Negrinho); Colégio
Coracao de Jesus (Floriandpolis); Colégio da Lagoa (Lagoa); Colégio da Univille
(Joinville); Colégio de Aplicagdo UFSC (Florianépolis); Colégio Dehon (Tubardo);
Colégio Dom Bosco (Barreiros); Colégio Dom Bosco (Rio do Sul); Colégio Dom
Jaime Camara (Sao José); Colégio dos Santos Anjos (Joinville); Colégio Elisa Andre-
oli (Barreiros); Colégio Energia (Floriandpolis); Colégio Energia (Palhoca); Colé-
gio Energia (Blumenau); Colégio Energia (Santo Amaro da Imperatriz); Colégio Es-
pago (Brago do Norte); Colégio Evangélico Jaragud (Jaragua do Sul); Colégio Evo-

lucdo (Sdo Ludgero); Colégio Exponencial (Chapecd); Colégio Geragdo (Floriané-
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polis); Colégio Global (Sdo Bento do Sul); Colégio Intelectus Ltda. (Xanxeré);
Colégio Jardim Anchieta (Florianépolis); Colégio La Salle (Xanxer€); Colégio Madre
Francisca Lampel (Gaspar); Colégio Mafrense (Mafra); Colégio Marista (Criciima);
Colégio Marista S@o Francisco (Chapecd); Colégio Marista Sao Luis (Jaragud do Sul);
Colégio Master Sigma Ltda. (Lages); Colégio Nossa Senhora De Fatima (Florian6po-
lis); Colégio Sagrada Familia (Blumenau); Colégio Salesiano Itajai (Itajaf); Colégio
Santa Rosa de Lima (Lages); Colégio Santo Antonio (Joinville); Colégio Santo Es-
tevao (Ituporanga); Colé-gio Sdo Bento (Criciima); Colégio Sdo José (Porto Unido);
Colégio Sinodal Ruy Barbosa (Rio do Sul); Colégio Stella Maris (Laguna); Colégio
Superagido (Videira); Colégio Tendéncia (Florianépolis); Colégio Tradigdo (Floriand-
polis); Colégio Tupy (Joinville); Colégio Universitario (Gaspar); Colégio Visdo (Sao
José); Conjunto Educacional Dr. Blumenau (Pomerode); Cooperativa Educacional de
Imbituba (Imbituba); E. E. B. M. Caic Irma Joaquina (Sao Francisco Do Sul); E. E.
F. Prof° Emir Ropelato (Timb6); E. E. B. Ruy Barbosa (Timbd); E. B. Antonio Dio-
mario da Rosa (Armazém); E. B. Aririba (Itajai); E. B. Bento Eloi Garcia (Itapema);
E. B. Dr. Amadeu Da Luz (Pomerode); E. B. José Medeiros Vieira (Itajai); E. B.
Prof* Adriana Weingartner (Palhoca); E. B. Prof® Antonieta S. de Souza (Palhoca);
E. B. Santo Antonio (Fraiburgo); E. B. M. Alberto Bordin (Jabord); E. B. M. Alvaro
Tancredo Dippold (Sao Francisco do Sul); E. B. M. Bairro Bortolotto (Nova Veneza);
E. B. M. de Primeiro Grau Elizabeth Ulssea (Laguna); E. B. M. Dr. Hercilio Mali-
nowsky (Sao Bento do Sul); E. B. M. Juvenil da Cunha Colares (Sombrio); E. B. M.
Luis Pacheco dos Reis (Laguna); E. B. M. Oswaldo dos Reis (Itapema); E. B. M. Pref.
Augusto Althoff (Santo Amaro da Imperatriz); E. B. M. Prof® Dalcy Avila de Souza
(Jaguaruna); E. B. M. Prof* Lucia Tschoeke (Sao Bento do Sul); E. B. M. Prof® Ilka
Muller de Mello (Navegantes); E. B. M. Prof® Laury Luiz Deon (Abelardo Luz); E.
B. M. Rubens Jodo de Souza (Penha); E. B. M. Sao Francisco (Guaruji do Sul); E. E.
B. Aleixo Della Giustina (Ituporanga); E. E. B. Antonio Gonzaga (Porto Unido); E. E.
B. Belermino Victor Dalla Vecchia (Ponte Serrada); E. E. B. Benjamim Carvalho de
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Oliveira (Ipumirim); E. E. B. Cel. José Mauricio dos Santos (Laguna); E. E. B. Cel.
Lara Ribas (Chapec6); E. E. B. Conselheiro Mafra (Joinville); E. E. B. Dom Helder
Céamara (Modelo); E. E. B. Dom Joaquim (Brago do Norte); E. E. B. Dr. Frederico
Rolla (Atalanta); E. E. B. Erwin Radtke (Blumenau); E. E. B. Frei Bruno (Joagaba);
E. E. B. Gregério Manoel de Bem (Laguna); E. E. B. Hercilio Deeke (Blumenau); E.
E. B. Irma Maria Teresa (Palhoga); E. E. B. Isabel da Silva Telles (Irani); E. E. B. Jodao
Colin (Joinville); E. E. B. José Maria Cardoso da Veiga (Palhoca); E. E. B. Leopoldo
Jacobsen (Tai6); E. E. B. Leopoldo Koprowski (Benedito Novo); E. E. B. Luiz Co-
radi (Xanxeré); E. E. B. Maestro Heitor Villa Lobos (Rio do Campo); E. E. B. Maria
Correa Saad (Garopaba); E. E. B. Pe. Antonio Vieira (Anita Garibaldi); E. E. B. Pe.
Antonio Vieira (Ipuacu); E. E. B. Pedro II (Blumenau); E. E. B. Pedro Simon (Ermo);
E. E. B. Princesa Isabel (Palmitos); E. E. B. Princesa Isabel (Irati); E. E. B. Prof* Co-
ralia Gevaerd Olinnger (Passos Maia); E. E. B. Prof* Lilia Ayroso Oechsler (Jaragua
do Sul); E. E. B. Prof* Valesca Carmen R. Parizotto (Chapec6); E. E. B. Prof°® Custo-
dio F. de Cérdova (Laguna); E. E. B. Prof°® Flordoardo Cabral (Lages); E. E. B. Prof®
Manuel de F. Trancoso (Iraceminha); E. E. B. Prof® Mario de O. Goeldner (Mafra); E.
E. B. Prof°® Mario Garcia (Camboriu); E. E. B. Protasio Joaquim da Cunha (Sombrio);
E. E. B. Roberto Moritz (Ituporanga); E. E. B. Romildo Czepanhik (Xanxeré); E. E.
B. Rosina Nardi (Seara); E. E. B. Santa Terezinha (Brusque); E. E. B. Santa Terezinha
(Maravilha); E. E. B. Santo Ant6nio (Mafra); E. E. B. Santo Antdnio (Itapiranga); E.
E. B. Sdo José (Navegantes); E. E. B. Sdo Judas Tadeu (Lages); E. E. B. Tiradentes
(Porto Belo); E. E. B. Victor Felipe Rauen (Jabord); E. E. B. M. Comandante Moreira
(Laguna); E. E. B. M. Prof* Tomasia M. Fernandes (Sao Jodo do Sul); E. E. B. M.
Vila Velha II (Sdo Jodo do Sul); E. E. F. Batista Paludo (Seara); E. E. F. Carlos Ar-
mando Paludo (Seara); E. E. F. Elizabethe Matilde Simon (Seara); E. E. F. Engelberto
Grossl (Sao Bento do Sul); E. E. F. Felipe Manke (Massaranduba); E. E. F. Jusce-
lino Kubitschek de Oliveira (Maravilha); E. E. F. Linha Bigua (Iraceminha); E. E. F.
Marcolino Pedroso (Arabutd); E. E. F. Maria Konder Bornhausen (Massaranduba); E.
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E. F. Martinho Ghizzo (Tubardo); E. E. F. Nossa Senhora da Salete (Quilombo); E.
E. F. Pe. Hermenegildo Bortolato (Rio das Antas); E. E. F. Toldo Velho (Ipuagu);
E. E. F. M. Bernardo Rohden (Salete); E. E. F. M. Cedro Alto (Brusque); E. E. M.
Dep. Nagib Zattar (Joinville); E. E. M. Manuel Da Nobrega (Rio Negrinho); E. E.
M. Prof® Roberto Grant (S3o Bento do Sul); E. M. Bela Vista (Itapiranga); E. M. de
Taquaras (Balnedrio Camborit); E. M. Dr. Sadalla Amin Ghanem (Joinville); E. M.
Ervin Prade (Timbo); E. M. E. B. Alcides Tombini (Cagador); E. M. E. B. Alto Bonito
(Cagador); E. M. E. B. Jardim Atlantico (Balneario Arroio do Silva); E. M. E. B. Jodo
Paulo I (Tubardo); E. M. E. B. José T. Utzig (Pinhalzinho); E. M. E. B. Paulo Fuckner
(Campo Alegre); E. M. E. B. Prof* Lucinda M. Pscheidt (Rio Negrinho); E. M. E. B.
Prof* Selma T. Graboski (Rio Negrinho); E. M. E. B. Valentin Bernardi (Itd); E. M. E.
F. Hercilio Amante (Criciima); E. M. E. F. Waldemar Schmitz (Jaragua do Sul); E. M.
E. F. Anna Towe Nagel (Jaragud do Sul); E. M. E. F. Atayde Machado Dadi (Jaragua
do Sul); E. M. E. F. Educar (Itapema); E. M. E. F. Guilherme Hanemann (Jaragud do
Sul); E. M. E. F. Jodo Monteiro Cabral (Itapod); E. M. E. F. Ribeirdo Cavalo (Jaragua
do Sul); E. M. E. E. Sdo Lourenco (Mafra); E. M. Funei (Itapiranga); E. M. Gov. Pedro
Ivo Campos (Joinville); E. M. Joaquim Vicente de Oliveira (Itapema); E. M. Nucleo
Deolindo Zilio (Seara); E. M. Pe. Martinho Stein (Timbd); E. M. Presidente Médici
(Balnedrio Camborit); E. M. Prof* Anna Maria Harger (Joinville); E. M. Prof* Eladir
Skibinski (Joinville); E. M. Prof* Karin Barkemeyer (Joinville); E. M. Prof* Zulma
do Rosario Miranda (Joinville); E. M. Prof® Edgar M. Castanheira (Joinville); E. M.
Vicente Vieira (Garuva); E. M. Viver e Conhecer (Capinzal); Educandario Imaculada
Conceicdo (Floriandpolis); Escola Agrotécnica Federal de Sombrio (Santa Rosa do
Sul); Escola Bardo do Rio Branco (Blumenau); Escola Comecinho de Vida Educa-
¢do Infantil e Ensino (Videira); Escola Dindmica (Florianépolis); Escola Isolada Sao
Jerdnimo (Bom Jardim da Serra); Escola Isolado Altos da Boa Vista (Bom Jardim da
Serra); Escola Nicleo Municipal Sao Rafael (Seara); Escola Nicleo Nimero Um (Cu-

nha Pord); Escola Sarapiqua (Florianépolis); Escola Técnica de Comércio de Tubardo
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(Tubarao); Escola Técnica do Vale do Itajai (Blumenau); Escola Técnica Tupy (Sao
Bento do Sul); Exathum Curso e Colégio (Joinville); Faculdade de Tecnologia Senai
(Concordia); G. E. M. Horizonte (Zortéa); Instituto Educacional Madre Elisa Savoldi
(Sombrio); Kumon (Joacaba); Kumon (Sao Bento do Sul); Nucleo Municipal Prof*
Teresa L. Preto (Curitibanos); Senai (Videira); Senai Centro de Educagdo e Tecnolo-
gia (Tubar@o); Senai Centro de Educagdo Tecnologica (Jaragud do Sul); Senai Centro
de Tecnologia em Alimentos (Chapec6); Sociedade Educacional Posiville Ltda. (Join-

ville); Vivéncia P. E. e Primeiro Grau (Florian6polis);
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A Olimpiada Regional de Matematica de Santa
Catarina (UFSC), desde a Origem

Ruana Maira Schneider e Thuysa Schlichting de Souza !

Florianépolis - Santa Catarina

Quem nunca ouviu falar de uma olimpiada de matemadtica? O espirito olimpico
paira sobre os estudantes hd mais de um século, desde que se iniciaram as competi¢des
pela Europa. Esse entusiasmo foi se espalhando por diversos paises, o que impulsio-
nou a criacio da Olimpiada Internacional de Matemética em 1959.

No Brasil ndo foi diferente. Em 1979, a Sociedade Brasileira de Matematica
(SBM) observou que, além de descobrir jovens talentos, as olimpfadas poderiam mo-
tivar a inspirag@o para o estudo da Matemadtica. Assim, organizou a I Olimpiada Bra-
sileira de Matematica (OBM), que ocorre até os dias atuais.

A SBM, no ano de 1998, incentivou a criacdo de novas olimpiadas regionais pelo
Brasil. Uma vez que o PET Matemética da UFSC desde 1994 trabalhava na divulga-
¢d0, organizacdo e proporcionava aulas com os treinamentos da OBM para as escolas
de Floriandpolis e, portanto, fazia parte da realidade olimpica, a ideia de organizar
uma olimpiada regional foi bem recebida. A partir desse momento decidiu-se organi-
zar a [ Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina (ORM).

Essa primeira edicdo da ORM teve a participacdo de sete escolas da regido de Flo-
rianépolis. Seguindo a sugestdo da SBM, a primeira fase da OBM foi utilizada na
selecdo dos alunos que seriam aprovados para participar da segunda fase da ORM. O
grupo PET ficou responsdvel por contatar as escolas, ministrar os treinamentos e pre-
parar a cerimdnia de premiacdo. As provas dessa segunda etapa, por sua vez, foram

! Alunas do curso de Licenciatura em Matemdtica e integrantes do grupo PET-Matemética da UFSC
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elaboradas por seis professores do Departamento de Matematica que, juntamente com
os integrantes do grupo PET, atuaram na correcdo. Em seguida, fez-se uma classifica-
¢30 dos alunos com melhor pontuacio para a premiacdo, que se realizou no auditério
da reitoria da UFSC.

Com o sucesso da primeira edi¢do, a ORM pode ser ampliada e passou a con-
tar com alunos bolsistas exclusivos para o projeto. No ano de 2002, para facilitar a
participagdo de escolas de algumas regides do estado, foram implantados polos para
aplicacdo das provas da segunda fase.Foram criados cinco polos em 2002, nimero que
variou em cada ano. Observe a tabela abaixo:

2002 2003 2004 2005
Ararangud Blumenau Blumenau Blumenau
Floriandpolis Chapecé Criciima Capinzal
Fraiburgo Criciima Florianépolis Criciima
Itajai Floriandpolis Itajai Floriandpolis
Joinville Itajaf Joinville Itajai
Rio do Sul Joinville Rio do Sul Joinville
Videira
2006 2007 2008 2009
Blumenau Balneario Camborit Blumenau Blumenau
Concoérdia Blumenau Criciima Criciima
Cricitima Criciima Florianépolis | Florian6polis
Florianépolis Fraiburgo Joinville Joinville
Itajai Florian6polis Zortéa Lages
Joinville Joinville Rio Negrinho
Videira
Xanxeré
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A presenca dos estudantes realmente foi crescente nos anos subsequentes a criacdo
dos polos, como € possivel observar no grafico abaixo:
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Figura 1: Numero de participantes da segunda fase da Olimpiada Regional de Mate-
madtica nos anos de 1998 a 2009.

E importante ressaltar que no ano de 2005 foi criada a Olimpiada Brasileira de
Matematica das Escolas Publicas. Devido ao incentivo do governo na divulgacio
desse novo projeto, houve uma movimentagdo nacional que teve como consequéncia
a inspiracdo de alunos e professores para participarem de outras olimpiadas. Esse
aumento foi do nimero de participantes do estado de Santa Catarina na primeira fase
da Olimpiada Brasileira de Matematica no ano de 2006 foi impressionante, como &
possivel notar na figura 2.
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Figura 2: Nimero de participantes da primeira fase da Olimpiada Brasileira de Mate-
matica nos anos de 1998 a 2009.
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Como qualquer outra olimpfada, a ORM também tem seus medalhistas. A clas-
sificacdo ¢ feita através da soma dos pontos obtidos na 1? fase da OBM e na prova
da ORM. Os alunos que atingem as maiores pontuacdes sdo premiados com meda-
lhas e certificados. Muitas vezes, os participantes obtém pontuagdes semelhantes e,
nesses casos, a organizagao opta por premiar mais de um aluno com cada tipo de me-
dalha. Observe na figura 3 que a quantidade de premiados € relativa ao crescimento
do ndmero de participantes.
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o

Figura 3: Nimero de premiados da Olimpiada Regional de Matematica nos anos de
1998 a 2009

O grupo tem como concepgdo ndo apenas premiar os estudantes, mas reconhecer
e valorizar o trabalho dos professores, os maiores responsdveis pelo interesse dos seus
alunos. Por isso, eles também sdo contemplados com certificados e brindes. Com a
popularizacio da Olimpiada, no ano de 2003 notou-se que a ORM necessitava de um
simbolo préprio. Dessa maneira, os entdo bolsistas do PET Renata Becker e Jucavo
Savie Rocha o criaram.
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Figura 4: Logotipo da Olimpiada Regional de Matemdtica.

A ideia principal era utilizar, de forma original, as cinco cores e circunferéncias
do emblema da OBM, pois esta impulsionou a criagdo da ORM. Pensou-se também
que o desenho deveria ter cinco pontas, para relaciond-lo com a estrela durea. As dreas
das intersec¢des das circunferéncias, que foram coloridas, representam cada uma das
cinco regides dos polos de aplicagdo das provas (Grande Florianépolis, Norte, Sul,
Extremo Oeste e Central) e a estrela principal representa a organizacdo da Olimpiada.

Com os dados apresentados, € possivel notar que a ORM evoluiu ao longo dos
anos, houve um aumento gradual ao nimero de polos e, consequentemente, do nu-
mero de alunos participantes. Visando ao aprimoramento do projeto ORM, o grupo
desenvolveu novas atividades. Em 2004, foi langada a primeira edicdo da Revista da
Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina com o objetivo de divulgar a
ORM e, paralelamente, a OBM em todo o estado. Nela estdo inseridas as provas apli-
cadas na segunda fase, juntamente com seus gabaritos, listagem de premiados e artigos
relacionados & matematica elaborados por académicos e professores. Em 2006, foi cri-
ado o primeiro encontro de professores da ORM, um evento cujo objetivo é preparar
os professores de forma que possam promover a Olimpfada em suas escolas, bem
como esclarecer dividas e aproxima-los da organizagdo. Em 2008 o projeto da ORM
passou a ser considerado um projeto institucional permanente para a UFSC. Para que
as pessoas de todo estado tivessem a oportunidade de assistir aos treinamentos, em
2010, eles passaram e ser gravados como video aulas, no laboratério de Ensino a Dis-
tancia do Departamento de Matemdtica, e disponibilizados na Home Page da ORM.
Como se pode notar, a ORM € um projeto em constante aperfeicoamento. O grupo
procura sempre buscar alternativas que possibilitem o aprimoramento das atividades
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relacionadas a Olimpiada, bem como solucionar os empecilhos que possam surgir no
decorrer do processo. E evidente que tudo que foi conquistado até o momento nio se
deve apenas ao trabalho da organizagdo, mas também ao empenho dos professores de
cada escola e a determinacdo dos alunos participantes.

Referéncias
[1] Revista da Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina. Floriané-
polis. 2004-2010. Anual.
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Critérios de Divisibilidade

Edson Luiz Valmorbida ! e Fernando Correia 2

Introducao

Se em um ano temos 365 dias e em uma semana, 7 dias, pergunta-se: em um ano
ha uma quantidade inteira de semanas, ou seja, sem sobra de dias? E em 2009 anos
(desconsiderando anos bissextos)?

Vocé sabe se 678223073101 ¢é divisivel por 7? E por 6?

Um método para descobrir as respostas para estas perguntas ¢ realizar o algoritmo
da divisdo e verificar o resto deixado pela operacdo. Mais adiante definiremos melhor
este algoritmo. Porém, pode se tornar muito trabalhoso quando tomamos nimeros
muito grandes, como € o caso do niimero 678223073101. Para isto, utilizamos os
critérios de divisibilidade, pelos quais identificamos mais facilmente se um nimero é
divisivel por outro, realizando opera¢cdes menores com os digitos do nimero.

Além disso, critérios de divisibilidade podem ser utilizados para verificar se um
determinado nimero é primo ou ndo, informacdo esta que é muito ttil tanto na reso-
lucdo de exercicios (como por exemplo questdes de olimpiada) como em problemas
praticos como € o caso da criptografia.

No entanto, os critérios variam para cada nimero e, por isso, quando sdo lecio-
nados na educag@o bdsica, os critérios de divisibilidade dos nimeros mais utilizados
sd0 memorizados. O curioso € que estes critérios sdo facilmente demonstraveis e é
justamente isso que faremos neste artigo. Mas antes vamos deixar bem claro alguns
conceitos e notacdes.

Observe o numero 5632. Este niimero pode ser escrito da seguinte forma:

5632 = 5x1000+6x100+3x10+2=
= 5x10%4+6x 102+ 3 x 10! + 2.

!Graduando em Matemética e Computagio Cientifica e bolsista PIBIC/CNPq da UFSC.
2Graduando em Matemitica e bolsista do PET Matemitica UFSC.

Revista da ORM/SC n° 8, 2011



58 Artigos

De modo geral, qualquer nimero inteiro n = ngng_1 ...no com digitos ny,
Nk—1,. .., No Na base decimal pode ser escrito

n="nENg_1...M9 = Ni X 10k—|—nk_1 X 10k71+---+n1 X 10 4+ ng. (1)
Ou ainda, fatorando um 10, temos
n = (ng x 10871 4 np 1 x 10872 4 ... 4 nq) x 10 + ny. )

Esse representacao serd muito util nas demonstragdes que iremos fazer.

Algoritmo da Divisao de Euclides

No colégio, o professor nos ensinou a fazer a divisdo de um niimero por outro.
Esta divisdo resulta em um quociente e um resto. Por exemplo, se dividimos 14 por 3
temos o quociente € 4 e o resto € 2. De modo geral, podemos respresentar uma divisao
através do Algoritmo da Divisdo de Euclides:

“Dados dois niimeros inteiros positivos n. e m, existem inteiros ndo negativos q e
r tais que

n=mxq+r, 0<r<m” 3)

No nosso exemplo,
14=3x4+2. )

Note que a condicdo r < m (2 < 3) é satisfeita.
Com isso, podemos definir formalmente o que significa um nimero ser divisivel
por outro.

Definicdo 1 Dados dois niimeros inteiros positivos n e m, dizemos que n é divisivel
por m se o resto da divisdo de n por m for igual a 0.

Vamos analisar a seguir alguns critérios que nos permitem dizer se um nimero €
divisivel por outro sem a necessidade de efetuar a divisdo.

Critério de Divisibilidade por 2

Teorema 1 Um niimero inteiro n é divisivel por 2 se, e somente se, o algarismo da
unidade for par, isto é, for igual a 0, 2, 4, 6 ou 8.
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O teorema acima € um critério de divisibilidade que vocé possivelmente ja deve
conhecer. Mas, como vocé sabe que ele sempre funciona? Serd que ndo existe um nu-
mero (muito grande) para o qual esse critério falha? Demonstrando o teorema acima
teremos a confirmacdo de que este critério nunca falha.

Demonstraciao: Da representacao (2) temos que n € dado por

n o= (npx10*14np 1 x 1024 4 ny) x10+n0 =
2% 5 x (ng x 1087 4 ng_y x 10872 4o 4 ng) + ng.

Note que a primeira parte do lado direito da igualdade acima € um mdltiplo de
2, pois € igual a 2 vezes um numero inteiro (a parte do 5 vezes o que estd entre
parénteses).

Entdo, resta analisarmos o ng (algarismo da unidade) e ver se ele € divisivel por 2
ou ndo. Dessa forma, se ng for divisivel por 2 entdo n € divisivel por 2.

De fato, como ny € um algarismo, temos que ng pode ser 0,1,2,3,4,5,6,7,8 ou
9, e daf fica fécil ver que para ng ser divisivel por 2 temos que ter ng igual a 0,2,4,6
ou 8.

Portanto, para n ser divisivel por 2 € necessario que ng (que € o algarismo da
unidade) seja igual a 0,2,4,6 ou 8.

Por outro lado, se ng forigual a 0,2, 4, 6 ou 8 (o algarismo da unidade € par) entdo
podemos escrever

0=2x0 (k=0);
2=2x1 (k=1);
4=2x2 (k=2);
6=2x3 (k=23);

e, portanto,

n o= 2x5x(npx10" 1 Fnpy x10F 24 fmy) +2x k=
= 2x (5% (g x 10871y x 10872 4o 4 ng) + K),

que € um multiplo de 2. Portanto, n € divisivel por 2 se ng forigual a 0,2, 4,6 ou 8.
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Critério de Divisibilidade por 3

Teorema 2 Um niimero inteiro n é divisivel por 3 se, e somente, a soma dos seus
algarismos for divisivel por 3.

Demonstracio: Inicialmente perceba que para todo nimero inteiro positivo k, o nu-
mero 10* —1 é sempre divisivel por 3. O leitor que esteja familiarizado com o conceito
de indu¢@o matemdtica pode usé-la para demonstrar essa afirmagdo, porém, aqui ape-
nas daremos um mero esboco.

10°-1= 1-1=0=3x0

10 -1= 10-1=9=3x3
102—1= 100—-1=99=3x33
103 —1= 1000—1=999 = 3 x 333

Agora, diminuindo nj + ng—1 + --- + n1 + ny (soma dos algarismos de n) da
representacdo (1) temos

n—[ng+ng_1+- - +n+ngpl=

=[ng X 107 + ng_y x 10F71 4+ + 0y X 10 + ng

— g +ng—1+--+n+nl =

=ng X (10¥ — 1) +ng_q x (1081 —1) +--- 4+ ny x (10 = 1)

+ng X (]. — 1) =

=ng X (10¥ — 1) +ng_q x (1081 —1) +--- 4 ny x (10 = 1)

Pela observacdo feita acima, esta ultima igualdade € divisivel por 3 e, portanto,
existe um nimero inteiro M tal que

n—[nk—i-nk,l—l—---—i—nl—l—no]:?)M
=n=[ng+ng_1+--+n +no]+3M

Logo, n € divisivel por 3 se, e somente se ng + ng—1 + - - - + 11 + ng (soma dos
algarismo de n) for divisivel por 3.
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Critério de Divisibilidade por 4

Teorema 3 Um niimero inteiro n é divisivel por 4 se, e somente, o niimero formado
pelos dois ultimos algarismos for divisivel por 4.

Demonstracdo: De forma andloga a demonstra¢do do critério de divisibilidade
por 2, temos que n € dado por

n = (ngx 10872 4 np_1 x 1073 4.+~ 4 ny) x 100 4+ nyng =
4 x 25 x (nk_ x 10%~2 + Nng—1 X 103 4. 4 ng) + ning.

Logo, se n € divisivel por 4, entdo, necessariamente, n1ng também € divisivel por 4.
Se afirmamos inicialmente que ning € divisivel por 4, entdo podemos escrever ning
como 4 x ¢ em que ¢ varia entre 0 a 24. Assim, verificamos que

n o= 4x25x (npx10F"2 4 x 1083 4o fny) FAxt =
= 4% (25 % (ng x 1072 fmp_q x 10573 4o my) 1),

Portanto, se o niimero formado pelos dois dltimos algarismos for divisivel por 4, entdo
n também o é. Assim fica demonstrado este critério de divisibilidade.

Critério de Divisibilidade por 5

Teorema 4 Um niimero inteiro n é divisivel por b se, e somente, o algarismo da
unidade é igual a 0 ou 5.

Demonstracao: Esse demonstraciio ¢ muito parecida com a do critério de divisibili-
dade por 2 e deixaremos para vocé tentar fazé-la.

Critério de Divisibilidade por 6

Teorema S Um niimero inteiro n é divisivel por 6 se, e somente se, for divisivel por 2
e por 3.
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Demonstracio: Esta demonstragdo € um tanto mais simples a partir do momento que
j4 temos os critérios de divisibilidade por 2 e por 3 demonstrados.

Por hipétese, n é divisivel por 2, logo temos n = 2¢ em que ¢ é um nimero inteiro
qualquer. Também n € divisivel por 3, ou seja, n = 3r em que r ¢ um nimero inteiro
qualquer. Assim, 2 e 3 s@o fatores de n. Portanto, n = 2 x 3 x ¢t em que ¢ € um nimero
inteiro, ou seja, n = 6t. Logo, é divisivel por 6. Repare que, se afirmamos que n é
divisivel por 6, entdo podemos escrever n = 6k em que k£ € um nimero inteiro, ou
seja, n = 2 x 3 x k. Assim temos que n € divisivel por 2 e por 3.

Entdo fica demonstrado que um nimero inteiro n é divisivel por 6 se, e somente,
for divisivel por 2 e por 3.

Critério de Divisibilidade por 7

Teorema 6 Um niimero inteiro n é divisivel por T se, e somente, a diferenca entre o
dobro do iiltimo algarismo e o niimero formado pelos demais algarismos resulta um
niimero divisivel por 7.

A demonstragdo deste critério ndo serd abordada aqui por ser um tanto quanto
mais rebuscada e assim, tomaria uma grande parte deste artigo. Sugerimos que o
leitor busque-a em nossas referéncias.

Critério de Divisibilidade por 8

Teorema 7 Um niimero inteiro n é divisivel por 8 se, e somente se, os niimero for-
mado pelos seus trés tiltimos algarismos for divisivel por 8.

Demonstracio: Esta demonstragdo também serd deixada para que vocé faca. Basta
vocé lembrar que 1000, assim como qualquer multiplo dele, € divisivel por 8. Veja a
demonstragdo dos critérios de divisibilidade por 2 e por 4.
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Critério de Divisibilidade por 9

Teorema 8 Um niimero inteiro n é divisivel por 9 se, e somente se, a soma dos seus
algarismos for divisivel por 9.

Demonstracao: Novamente deixaremos a cargo do leitor a demonstracdo deste cri-
tério por ser idéntica ao critério de divisibilidade por 3. A dica que forncecemos é
reparar que o nimero 10¥ — 1 também é divisivel por 9.

Exercicios

Abaixo estdo alguns exercicios para voc€ treinar os critérios que mostramos neste
artigo.

Exercicio 1 Mostre que o algarismo das unidades de um quadrado perfeito, isto é,
um nimero da forma a2, em que a é um niimero natural, s6 pode ser 0, 1, 4, 5, 6 ou 9.

Exercicio 2 Determine se cada niimero a seguir é divisivel por 2, 5 ou por 7.
17, 22, 28, 35, 140, 245, 8750, 823543

Exercicio 3 Usando os critérios de divisiblidade vistos, determine se cada niimero a
seguir é divisivel por 3, 4 ou por 9.

12, 19, 54, 144, 3125, 3840, 37500, 1162261467

Exercicio 4 Mostre que para um niimero ser divisivel por 15 é necessdrio e suficiente
que seja divisivel por 3 e por 5. Dica: olhe o critério de divisibilidade por 6.

Exercicio 5 Verifique (ndo é necessdrio demonstrar) o seguinte critério de divisibili-
dade por 11: “Um niimero inteiro positivo n é divisivel por 11 se a soma alternada
dos seus algarismos, isto é, n, — ng_1 + ng—o — - - - — Nag + Ny — ng, também o for.”
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Uma Mistura Hiperbélica de Agua e Sabio

Asteroide Santana !

Floriandpolis - Santa Catarina

De maneira que fique acessivel a estudantes do ensino basico, pretendemos apre-
sentar as funcoes hiperbdlicas e algumas de suas propriedades. O motivo pelo qual
estamos fazendo isto € que tais funcdes raramente sdo estudadas nas escolas, mas tém
uma elegéncia peculiar, conforme veremos a seguir. Para motivar ainda mais este es-
tudo, buscamos uma aplicacdo bastante ing€nua, porém muito interessante, que deu
origem ao titulo deste artigo.

Imagine o seguinte experimento: construimos duas argolas circulares de arame,
que podem ser de didmetros diferentes, como na Figura 1;

Figura 1: Argolas de arame.

IProfessor Substituto do Departamento de Matematica da UFSC.
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Em seguida, mergulhamos as duas argolas numa solucio suficientemente concen-
trada de 4dgua e sabdo sem encostar uma na outra. O leitor consegue imaginar a super-
ficie que se forma entre as argolas quando as retiramos simultaneamente da solucio
e as deixamos posicionadas como na Figura 2?7 Se ndo, sugerimos que tente por em
pratica o experimento (Atenc¢ao: se o leitor tem menos de 10 anos de idade e decidir
fazer o experimento, solicite a companhia de um adulto).

Figura 2: Bolha de sabdo obtida com o experimento.

Pois bem, nosso objetivo agora é descrever matematicamente a tal superficie que
observamos na Figura 2. Para isso, vamos precisar de uma fungdo, que possivelmente
o leitor nunca ouviu falar, chamada Cosseno Hiperbdlico. Mas ndo se assuste, apesar
do nome, ndo se trata de algo complicado nem de outro mundo.

Comecemos observando um fato muito interessante, que € o seguinte: qualquer
fungdo f(x) pode ser escrita como a soma de duas fungdes, sendo uma par e a outra

impar! Veja:
f@)+ f(=2) | (@) = F(=a)
2 2 '

fungao par fungdo fmpar

fz) =

Tente verificar isto, lembrando que uma fun¢@o g(x) é dita par quando g(—z) = g(z)
e é dita fmpar quando g(—z) = —g(z). Por exemplo, g(z) = 2% é uma fungdo par,
ao passo que g(x) = x> é uma fungdo fmpar.

Vejamos o que acontece quando fazemos essa decomposi¢do com a fungéo

flx) =e*:
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Neste caso a fungéo par é

e*+e”
h =
(2) = =
e a funcdo fmpar é
e — e~
g(x) 5

Guarde estas funcdes, pois veremos mais adiante que elas sdo de especial interesse
para nos.

Sabemos que as fungdes seno, que é impar, e cosseno, que € par, satisfazem a
equacgao

2 2
4y =1,

que é a equacdo da circunferéncia representada na Figura 3. Ou seja, substituindo x
por sen(t) e y por cos(t) na equacio a igualdade é verificada®. Observe:

sen®(t) + cos*(t) = 1.

Trata-se da identidade fundamental da trigonometria. Daf o motivo pelo qual as fun-
¢des trigonométricas também sdo chamadas de fungdes circulares. Vocé sabia disso?

Aky
1

v

1

Figura 3: Circunferéncia de raio 1 centrada na origem.

2Estamos trocando a varidvel 2 por ¢ apenas para evitar ambiguidades.
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Agora lembre-se que a hipérbole da Figura 4 tem equacio’

z? —y? =1.
Curiosamente, as fungdes h(t) e g(t), aquelas que destacamos anteriormente, satisfa-
zem esta equagdo!! Veja: substituindo x por h(t) e y por g(t) resulta

(1) = [g(t))* = <et+26t>2 * <et_26t>2

(et)2 + 2¢te~t 4 (e—t)Z (et)2 — 2¢te~t + (e—t)Q
22 B 22
_62t+2+6—2t_62t+2_e—2t

4
4 4

Portanto,
() = [g()* = 1. e

Aqui estd um bom motivo para chamar h e g de funcdes hiperbdlicas, em analogia as
func¢des circulares.

v

Figura 4: Ramos da hipérbole 22 — y? = 1.

3Caso voceé nio saiba disso, pode consultar o artigo do Prof. Gustavo, que é citado nas referéncias.
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Mas a brincadeira ndo acaba por aqui! Certamente o leitor lembra que
sen(a + b) = sen(a)cos(b) + sen(b)cos(a).

Note o que acontece quando substituimos, no lado direito da equacgdo, as fungdes seno
e cosseno pelas fungdes g e h, respectivamente:

a

et —e @ byt b _eb oy pa
26a+b _ 26—(a+b)

- 4
ea-i—b _ e—(a+b)

- 2

=g(a+0).

Logo,
g(a+10b) = g(a)h(b) + g(b)h(a). 2

Sendo assim, nada mais sugestivo do que chamar a funcio g de seno hiperbdlico e a
fungdo h de cosseno hiperbdlico. Alids, é exatamente assim que elas sdo conhecidas
€ costuma-se escrever

et —e " et +e "

senh(z) = 5 e cosh(x) =

Além dessas, sdo definidas também as func¢des

senh(x) e*—e™*

tgh(z) = cosh(2) lra— (tangente hiperbdlica);
1 2 U
sech(x) = cosh (@) lr— (secante hiperbdlica);
1 2 . -
cossech(x) = = —  (cossecante hiperbdlica);

senh(x) e*—e~

h xr —T
cotgh(z) = cosh(z) et 67 (cotangente hiperbdlica).
senh(z) e*—e™®

Na tabela a seguir estdo algumas das identidades satisfeitas pelas fungdes hiperboli-
cas. Na coluna da esquerda estdo as identidades andlogas correspondentes satisfeitas
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pelas fungdes circulares. Note que a diferenca entre as identidades, quando existe, é
apenas de um sinal!

[ Identidades Trigonométricas [ Identidades Hiperbélicas ]
sen?(x) + cos®(z) = 1 senh?(z) — cosh?(x) = 1
sec?(z) = 1 + tg>(x) sech?(z) = 1 — tgh?(z)

sen(a £ b) = sen(a)cos(b) £ sen(b)cos(a) | senh(a £b) = senh(a)cosh(b) £+ senh(b)cosh(a)
cos(a £ b) = cos(a)cos(b) F sen(a)sen(b) cosh(a + b) = cosh(a)cosh(b) + senh(a)senh(b)
_ tg(@) £1g(0) _ tgh(z) £igh(b)

fola£h) =1 T tg(a)tg(b) toha£h) =74 tgh(a)tgh(b)

Neste ponto o leitor deve estar se perguntando: o que tudo isso tem que ver com a
bolha de sabao?

Na verdade, vamos precisar apenas do cosseno hiperbélico para estudar a bolha. E
para isso € necessdrio reconhecer o grafico desta funcdo que estd esbocado na Figura
5. Para facilitar a compreensao, escrevemos

—T

et e
cosh(zx) = 5 + -5
e esbocamos separadamente as curvas
e” e~ "
v=gevsgo

representadas pelas linhas pontilhadas e também indicadas na Figura 5. Em seguida,
somando ponto a ponto, temos o grifico de y = cosh(z), representado pela linha
cheia.

y=cosh(x)

Figura 5: Esbocando o grafico do cosseno hiperbdlico.

Revista da ORM/SC n° 8, 2011



Uma Mistura Hiperbélica de Agua e Sabdo 71

Agora, exigindo um pouco mais da capacidade de abstragdo do leitor, sugerimos
que imagine a figura que se forma ao rotacionarmos o grafico do cosseno hiperbdlico
em torno do eixo das abscissas (eixo do x). Na Figura 6 tentamos representar a su-
perficie obtida considerando apenas a parte do grafico compreendida entre x1 e .

y=cosh(x)

Figura 6: Superficie obtida pela rotagdo da curva y = cosh(x) em torno do eixo das
abscissas.

Pois bem, a figura assim obtida representa perfeitamente* a bolha de sabdo do
nosso experimento! Aqui pode-se imaginar que as circunferéncias C; e C5 sdo as
argolas ao passo que a bolha ¢ a parte da figura que estd entre C e Cs. Infelizmente, a
demonstrag@o deste fato requer conhecimentos fisicos e matemadticos mais avangados
que ndo convém tratar neste contexto.

Além disso, € possivel mostrar que o grafico do cosseno hiperbélico também serve
para representar a curva descrita por um cabo, de massa uniforme, suspenso por dois
pontos: uma corda de varal ou um fio da rede elétrica suspenso por dois postes, por
exemplo. Durante alguns anos acreditou-se que este tipo de curva seria perfeitamente
representado pelo grifico de uma fun¢do quadritica (uma pardbola). No lugar de um
fio da rede elétrica, também podemos imaginar uma corrente, e dai o motivo pelo qual
o grafico do cosseno hiperbdlico é chamado de catendria, derivada da palavra grega
catena que significa corrente.

4Claro que a bolha pode ter seu formato alterado dependendo do tamanho das argolas e da distincia
entre elas. Mas isso pode ser ajustado colocando-se constantes apropriadas na fung@o.
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Isto é tudo.

Agora sabemos o que sdo fungdes hiperbdlicas e também como descrever mate-
maticamente uma bolha de sabao, hiperbdlica eu diria. Tente fazer o mesmo com a
bolha de sabdo tradicional, aquela que se obtém soprando uma argola.

I

grifico do cosseno hiperbélico

(N

Figura 7: A curva y = cosh(x) nos fios da rede elétrica.

Conversa com o Professor: chamamos a atencao dos professores para o fato de
que as funcdes hiperbdlicas podem perfeitamente ser apresentadas no Ensino Bésico:
seria um simples exemplo apés a apresentacdo das fungdes exponenciais. Inclusive,
seria interessante por em pratica com os alunos o experimento aqui apresentado. Neste
caso, seria mais conveniente fazer a exposi¢do apds o estudo das fungdes trigonomé-
tricas e das coOnicas. Talvez o professor de Fisica também pudesse contribuir. Esta
atitude seria util para mostrar como os conceitos estdo interligados (inclusive as disci-
plinas) e ndo separados em ‘“‘caixinhas”, conforme a impressdo muitas vezes causada
pela estrutura do curriculo escolar e de boa parte dos livros didaticos. Claro que um
trabalho desses depende de outros fatores relevantes que devem ser levados em conta,
a disponibilidades de tempo, por exemplo. De qualquer forma, fica como uma suges-
tdo.

Meus sinceros agradecimentos ao PET-Matemaética da UFSC, que me deu a opor-
tunidade de expor este trabalho.

Revista da ORM/SC n° 8, 2011



Uma Mistura Hiperbélica de Agua e Sabdo 73

Referéncias
[1]Howard, Anton - Calculo, um novo horizonte. Editora Bookman, Porto Alegre,
2000.

[2]COSTA, Gustavo A. T. F. - O cone e as Cénicas. IN: Revista da Olimpiada Regi-
onal de Matematica Santa Catarina, Universidade Federal de Santa Catarina - UFSC,
V. 4, 2007, P. 79-89.

Revista da ORM/SC n° 8, 2011



74 Artigos

Como contar as fracoes?

Gustavo Felisberto Valente !

Floriandpolis - Santa Catarina

Introducao

Este artigo foi escrito motivado por um problema que tive de (tentar) explicar para
vestibulandos em um curso pré-vestibular promovido pelo PET Matematica da UFSC
(Projeto Gauss). O problema é do concurso Vestibular da UFSC do ano de 2004, que
era do tipo proposi¢des miltiplas (somatorio) e, entre outras alternativas, havia estas:

e E possivel obter uma bijecdo entre o conjunto N dos nimeros naturais e o con-
junto Z dos nimeros inteiros.

o E possivel obter uma bijegdo entre o conjunto N dos niimeros naturais e o con-
junto QT dos nimeros racionais positivos.

A resposta, em ambos os casos, € sim. Mas eu sé fui descobrir isso na faculdade.
Alids, s6 conheci a demonstragao formal no dltimo ano de curso. Quando li, pensei
em como poderia explicar essas alternativas aos alunos. O primeiro item foi ficil de
elaborar, mas o segundo levou um pouco mais de trabalho (um tanto filoséfico até).
Vou tentar explicar uma ideia mais intuitiva por trds da demonstragdo mais cldssica
deste fato.

Antes de tudo, quero explicar o porqué do titulo do artigo. Para resolver o primeiro
problema, irei definir diretamente uma funcio que associa cada niimero natural a um
nimero inteiro e depois verificaremos que ela € bijetiva. Mas para o segundo problema
a resposta ndo € assim fécil. Eu irei definir intuitivamente o que significa, neste texto,
a expressdo “ter bijecdo com os naturais”. Vou fazé-la com o sentido de “contar ele-
mentos”. Como os nimeros racionais podem ser expressos por fracdes, o problema de

!Graduando do curso de Matematica - Licenciatura da UFSC
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criar uma bijec@o entre os racionais e os naturais passard a ser um problema de como
contar fracdes.

Mas, antes de ficar divagando sobre isso, vamos ver a solucdo do primeiro pro-
blema para compreendermos melhor a profundidade do segundo.

Contando os inteiros

Nosso objetivo aqui € criar uma func¢do cujo dominio € o conjunto dos nimeros
naturais e o contradominio € o conjunto dos nimeros inteiros. Esta fun¢do tem que
ser bijetiva, ou seja, cada inteiro deve estar associado a um (e somente um) nimero
natural. Em outras palavras, queremos contar os nimeros inteiros da mesma forma
que contamos objetos em uma colecdo, sem repetir nenhum elemento e ndo deixando
nenhum de fora.

Uma maneira de contar os niimeros inteiros seria contar primeiro os niimeros posi-
tivos e, em seguida, contar os nimeros negativos. Mas isto ndo € uma boa ideia, pois
os nimeros positivos por si s6 ja sdo em quantidade infinita. Entdo ndo haveria em
seguida depois do processo. Para contornar este problema, vamos contar os positivos
e negativos conjuntamente da seguinte forma:

N: 6
N
-3

4
l
-2

2
1
1

o<+ o
=
DO 4— o
W <— ot
PR

Z

Supondo que tivéssemos muito, mas muito tempo, seriamos capazes de contar uma
quantidade arbitrariamente grande de nimeros inteiros, e ndo deixariamos ninguém
de fora!

Para se convencer mesmo de que essa contagem € bijetiva, devemos brincar de
bandido e mocinho. Como é? Essa brincadeira de bandido e mocinho se faz durante
todo um curso de matematica na faculdade. Funciona assim:

e O bandido diz um nimero do contradominio (neste caso um nimero inteiro).

e O mocinho deve falar um ndmero natural de forma que, com as espeficagdes
de contagem que fizemos, esse nimero natural nos diz exatamente a posi¢do do
inteiro dado pelo bandido.

Por exemplo, se o bandido disser —3, o mocinho pode falar 6. Como o —3 estd na
sexta posicdo da nossa contagem, entdo o mocinho vence!
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Se o bandido nunca conseguir vencer esse jogo, entdo a nossa contagem € chamada
sobrejetiva. Um exemplo de contagem em que o bandido pode vencer é a contagem
que nds pensamos anteriormente: “Positivos primeiro e depois os negativos”. Com
essa contagem o bandido pode dizer qualquer nimero negativo, digamos, —3 € 0 mo-
cinho ndo conseguird dizer um nimero natural que venga o jogo. Qualquer nimero
natural que o mocinho disser, por exemplo o nimero 6, naquela contagem ele repre-
senta o proprio nimero.

Para verificar a injetividade, basta notar que a nossa contagem nunca retorna a um
ndmero anterior em valor absoluto ja contado. Por exemplo, ap6s passarmos pelo 8
e —8, jamais retornaremos a eles. Note também que os nimeros que t€m os mesmos
valores absolutos ndo sao contados repetidamente. Por exemplo, o 8 sé é contado uma
vez, em seguida é o —8, e depois nunca mais a contagem retorna a estes ndmeros.

Vamos agora definir algebricamente esta contagem. Vamos chamar de f a fungio
procurada. Note que estamos avangando nos nimeros em valor absoluto de dois em
dois. Entdo desconfiamos que a nossa funcao deve separar os casos em pares e impa-
res. Observe que os nimeros impares contam sempre 0s nimeros positivos, enquanto
que os nimeros pares contam sempre 0s nimeros negativos, exceto o zero, que conta
0 Zero.

Vamos primeiro tentar encontrar a férmula para descrever os impares. Note que
f(1) =1, f(3) =2, f(5) = 3, f(7) = 4, etc. Com algum esfor¢o vocé conclui que
uma boa férmula seria f(n) = nT’ se n € impar.

Os pares saem mais naturalmente. Note que f(0) = 0, f(2) = —1, f(4) = -2,
f(6) = =3, etc. Entdo o mais natural aqui é definir f(n) = %, se n é par.

Entdo o nosso candidato a bijegdo é: f : N — Z definida por

n+1

se n é impar
fln) =

n z
3 se n € par

Vamos agora verificar formalmente que esta fungdo € bijetiva, relembrando aqui, as
defini¢des de funcido injetiva e sobrejetiva.

Dizemos que uma fungdo € injetiva se argumentos diferentes levam em imagens
diferentes. Em outras palavras, nunca podemos ter dois elementos distintos do domi-
nio cuja fungdo os leva a ntimeros iguais. Por exemplo, a fun¢do g : Z — N definida
por g(n) = n? ndo ¢ injetiva pois os nimeros —2 e 2 sdo levados pela fungdo ao
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mesmo resultado 4. Em linguagem formal temos a seguinte defini¢do.

Definicdo 1 Seja f : A — B uma fungdo. Dizemos que f é injetiva se para quaisquer
x,y € Acomx # y temos que f(x) # f(y).

Dizemos que uma fungdo € sobrejetiva se todos os nimeros do contradominio sao
atingidos pela fung¢do. Em outras palavras, nunca podemos ter um elemento sobrando
no contradominio. Por exemplo, a fungdo g : N — N definida por g(n) = n? néo é so-
brejetiva pois o nimero 3 ndo é atingido pela fungdo, isto €, ndo existe nimero natural
que elevado ao quadrado d4 3. Em linguagem formal temos a seguinte defini¢ao.

Definicdo 2 Seja f : A — B uma funcdo. Dizemos que f é sobrejetiva se para
qualquer y € B existe © € A tal que f(x) = y.

Agora que temos todos os ingredientes formais a mesa, podemos servir nosso
banquete e descobrir se a nossa funcéo f definida acima € bijetiva.

Proposicao 1 A funcdo f : N — 7 é injetiva.

Demonstracao: Para demonstrar este fato devemos provar o que estd escrito na de-
finicdo de funcdo injetiva. Ld diz que para quaisquer x,y € N, com z # y, temos
que f(x) # f(y). Entdo vamos tomar z,y € N, x # y, e verificar se é verdade que
f(z) # f(y). Para verificar isso devemos fazer as contas usando a férmula da fungéo
f apresentada anteriormente. Mas temos um problema! A férmula da f depende do
fato de = e y serem pares ou impares. Entdo vamos ter que dividir em casos:

1. Ambos sdo pares.

Neste caso, escreva x = 2nj € y = 2n9, em que ni,No € N.2 Como z £y
entdo necessariamente devemos ter nq, # nq. Vamos aplicar f em x e y e torcer
para que f(x) seja diferente de f(y). De fato, temos que

T 2n
f(ff):j:f_; =-m
_y 22
f(y)—_2— 5~ N2

Como n; # ng entdo é claro que —n; # —na. Logo f(x) # f(y).

2Este é um velho truque de matemitica. Podemos escrever todos os ntimeros pares deste jeito. Isto é
verdade pelo fato de todos os niimeros pares serem multiplos de 2. Isto nos permite manipular os nimeros
pares a fim de fazermos demonstra¢cdes matematicas.
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2. Ambos s3o impares.

Neste caso, escrevax = 2n; + 1l ey = 2no + 1, em que ny,ng € N.3 Como
x # y entdo necessariamente devemos ter n; # ny. Vamos aplicar f em z e y
e torcer para que f(x) seja diferente de f(y). De fato, temos que

r+1  (2ni+1)+1  2n3 +2

_ - 1
f(z) 2 2 2 mt
+1 2no +1) +1 2no + 2
f(y):y2 it 22) = 22 =ny+ 1.

Como ny # na, entdo € claro que ny + 1 # ny + 1. Logo f(z) # f(y).

3. Um é par e outro é impar.

Neste caso, escrevaz = 2nj ey = 2no+1, emque ny, ne € N.* Vamos aplicar
fem x e y e torcer para que f(x) seja diferente de f(y). De fato, usando as
contas que ja fizemos, temos que

Como n; € um nimero natural entdo —n; € um ndmero negativo. Da mesma
forma conclui-se que ny 4+ 1 é um ndmero positivo. Portanto eles ndo podem

ser iguais, ou seja, f(z) # f(y).

Em todos os trés casos temos que se x # y entdo f(z) # f(y). Logo a nossa funcdo
f é realmente injetiva!

Proposicao 2 A funcdo f : N — 7 é sobrejetiva.

Demonstracao: Para demonstrar este fato devemos provar o que estd escrito na de-
finicdo de func¢do sobrejetiva. La diz que para qualquer y € B existe € A tal que
f(z) = y. Entéo vamos tomar y € Z e verificar se é verdade que existe um nimero
natural z tal que f(x) = y. Para verificar isso devemos fazer as contas usando a
formula da funcdo f apresentada anteriormente. Se y = 0, basta tomar x = 0. Se o
nosso y escolhido for positivo, o nimero = procurado tem que ser impar. Por outro
lado se y € negativo, = deve ser par. Entdo vamos ter que dividir em casos:

3Tsto é verdade pois todo nimero fmpar deixa resto 1 na divisio por 2.
4Aqui estamos supondo x par e y impar. Se fosse o contrrio nio haveria problema, a demonstragio
far-se-ia de maneira andloga bastando trocar x por y.

Revista da ORM/SC n° 8, 2011



Como contar as fracdes? 79

1. y é positivo
Pela férmula da f, os valores de x possiveis para que o resultado de f(z) seja
positivo sdo os nimeros impares. Portanto, ja sabemos de antemdo que x deve
ser impar. Entdo a férmula da f no valor de z é:

r+1

fa) =5

Como queremos que o valor de f(z) seja igual a y, entdo resolvemos a equagio
abaixo para encontrar o valor de z:

r+1

Logo, para = 2y — 1 temos que f(z) = y-S

2. y é negativo
Pela férmula da f, os valores de x possiveis para que o resultado de f(z) seja
negativo sio os nimeros pares. Portanto ja sabemos de antemao que x deve ser
par. Entdo a formula da f no valor de x é:
x
T)=—
f@) =5

Como queremos que o valor de f(x) seja igual a y, entéo resolvemos a equagio
abaixo para encontrar o valor de x:

Logo, para x = —2y temos que f(z) = y.
Portanto, para qualquer y escolhido, seja ele positivo, negativo ou zero, sempre con-

seguimos encontrar um z tal que f(z) = y. Logo, f é sobrejetiva.

Como f é uma fung@o sobrejetiva e injetiva, entdo f € bijetiva. Logo, podemos
sim obter uma bijecdo entre o conjunto N dos nimeros naturais e o conjunto Z dos
nimeros inteiros.

5Se vocé achou esta demonstragio duvidosa, substitua y por qualquer nlimero e note que este processo
funciona sempre. Este é exatamente o jogo do bandido e mocinho enunciado anteriormente: para cada y
que o bandido desafia, o mocinho responde com o valor de z = 2y — 1.

%Lembra do bandido e do mocinho? Se o bandido disser y = —3, o mocinho pode falar z = (—2) x
(=3) =6.
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Contando os racionais positivos

Agora o processo se torna mais complicado. Este problema é apresentado em
diversos livros de matemaética do ensino superior como o problema de enumeracao do
conjunto dos nimeros racionais. Iremos abordar aqui algumas maneiras de resolver
este problema.

O desafio

Sabemos que 0s nlimeros racionais, como 0 nome sugere, sio 0s nimeros que

. . . 1
podem ser escritos em forma de razdo entre dois nimeros inteiros. Por exemplo, ok

2 4 . . ~
37 Portanto, contar nimeros racionais é equivalente a contar fracdes. No nosso
problema se pede para contar os niimeros racionais positivos.

Poderiamos tentar contar os nimeros racionais positivos através da ordem cres-
cente. O problema é: por onde comecar? O zero ndo € um nimero positivo. Qualquer
nimero que escolhermos como ponto de partida ndo funcionard, pois dado um nu-
mero racional positivo sempre existe um outro menor que ele. Essa propriedade é a
que chamamos em matematica de densidade: entre quaisquer dois nimeros racionais
existe sempre um outro nimero racional. E fécil verificar essa propriedade. Dados

L . .. , a+b e
dois nimeros racionais positivos a e b, o nimero (a média aritmética de a e

b) também é um nimero racional positivo e estd entre a e b. Entdo sem chance de
contarmos os racionais em ordem crescente.

O segredo € aproveitar a representa¢do dos nimeros em forma de fragdo. Uma

ideia seria fixar um denominador, digamos 2, e contar todas as fragdes que t€m deno-

2

. 1 . .
minador 2. Por exemplo: —, —, —, .... Mas af cairfamos naquele problema que vimos

5’

anteriormente: ha uma infinidade de nimeros com denominador 2, entdo deixariamos
1 . . 1

um monte de fragdes de fora. Por exemplo, 3 ndo seria contado, ja que 3 nio tem

denominador 2 e também niao pode ser escrito como tal.

O segredo entdo € contar as fra¢des alternadamente. Como assim? Seguem algu-
mas abordagens sobre este fato segundo alguns autores.

Revista da ORM/SC n° 8, 2011



Como contar as fracdes? 81

Método da forca bruta

Jerrold E. Marsden (Universidade da Califérnia, Berkeley) e Michael J. Hoffman
(Universidade do Estado da Califérnia, Los Angeles) escreveram em seu livro Ele-
mentary Classical Analysis o seguinte texto:

“(...) Isto significa que Q pode ser colocado em correspondéncia biu-
nivoca com N (ou um subconjunto dele). Todo o Q pode ser apresentado
como uma lista ou sequéncia. Uma maneira de fazer isto é:

1 1 12 1 2 13 1 3

27 2737 373737 37 3747 474747 47 47
Isto é, comece com 0, 1, —1, 2, —2, e entdo liste todas as fragdes que t€m
denominador 2 quando expresso na forma irredutivel, em seguida liste 3
e —3 e as fracdes com denominador 3, e entdo prossiga, evitando repeti-

coes.”

0,1,-1,2, -2, 5,...

Como no nosso caso sé queremos 0s nimeros positivos, entdo podemos reescrever

a lista assim: 1 12 13
1,2

’ 7533a 57574713 Za
Esta lista € injetiva pois definimos a contagem de forma que nao repetissemos valores.
Note que esta enumeracdo também € sobrejetiva. De fato, se o bandido disser um
nimero racional com um denominador muito grande, o0 mocinho precisaria escrever
toda a lista manualmente para poder dar a resposta exata. Mesmo assim € perfeita-
mente possivel dar essa resposta. Entdlo essa lista é sim bijetiva (e aqui ndo serd feita
a demonstracao).

5,...

Método da soma
Outra maneira bem comum de abordar a enumeragdo dos nimeros racionais po-
sitivos € a seguinte. Comegemos contando todas as fracdes cuja soma do numerador

com o denominador € 2: no caso seria somente 1= 1. Agora todas as fracdes cuja

soma ¢ 3: % e % E assim por diante. Vamos escrever uma lista com os primeiros
nimeros para verificarmos:

1 12123123412345
L UFYIrE TR rE YT

soma2 soma3 somaé4 soma 5 soma 6
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1 2 3
Note que 1 = 1373 Entdo o nimero 1 foi contado mais de uma vez. Isto

2 4 _
também aconteceu com 53=71°¢ também com 2 = 5 Logo essa contagem nao é
bijetiva. Isto ocorreu porque estdvamos contando “as mesmas fracdes” repetidamente.
Estas “mesmas fracdes” sdo as formas redutiveis das que ja foram contadas. Para

corrigir isso, vamos impor uma nova regra: iremos fazer esta mesma contagem mas
retirando as fragdes redutiveis.

1121%312341%2%
1 72°1’3’Rp"1°473°2°1’5’

~ T —— Nee—-—

soma2 soma3 somad4 soma 5 soma 6

Deste modo estamos forcando a injetividade desta enumeracdo. Esta fungdo é sobre-
jetora pelos mesmos motivos do método da forga bruta.

Método das diagonais

Talvez a enumeracdo mais abordada na literatura seja o método das diagonais de
Cantor. Que consiste em escrever uma tabela infinita de niimeros racionais na qual:
na primeira linha aparecem todas as fracdes irredutiveis cujo denominador € 1; na
segunda linha, liste todas as frag¢des irredutiveis cujo denominador € 2; e assim por
diante. Vamos representar aqui um trecho da tabela, bem como o sentido de contagem
(ja vamos entender como funciona).

A contagem ¢é feita da seguinte forma: iremos acompanhar as setas de cima para
baixo, no sentido que elas apontam. E iremos contar as fragdes que ela intercepta. Por
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L . 1 .
exemplo, a primeira seta intercepta somente a fragdo e segunda seta intercepta as

21 . . ~ .
fra¢des nesta ordem: T 5; e assim por diante. Entdo a contagem fica assim:

12133145215 7431

TTYTYRTYI U TTRAE
Por mais aleatdria e aparentemente bagungada que tenha ficado nossa lista, este mé-
todo € o que tem a demonstracdo da sobrejetividade mais facil de descrever.

. . - T .
Vamos 14, o bandido diz uma frag¢do, digamos que seja —. NO&s, os mocinhos,

precisamos achar a posi¢do n da contagem que identifica a fracdo dada pelo bandido.

Para tal, precisamos localizar essa fracdo na tabela, isto é, saber em qual linha e
coluna ela estd. Como o denominador € 3, entdo a fragdo dada estd na terceira linha.
Quanto a coluna, o mocinho precisa escrever manualmente as fracdes irredutiveis com
denominador 3 em ordem crescente até chegar na que o bandido falou. Neste caso,
seria a quinta coluna’. Entfio sabemos que a nossa fracfio estd na terceira linha e quinta
coluna. Vamos denotar esta posi¢do por (3,5) em que o primeiro nimero representa
a linha onde a fragdo esta posicionada e o segundo nimero, a coluna.

Note que a primeira seta intercepta uma fracdo; a segunda seta, duas; a terceira,

trés; e assim por diante. Entdo temos que saber qual seta interceptara 3 para podermos
ter uma aproximacao para o valor de n. Observe o seguinte padrao:

e A primeira seta intercepta a fracdo que estd na posi¢do (1,1),e 1+ 1 =2;

e A segunda seta intercepta as fracdes que estdo nas posicdes (1,2) e (2,1), e
142=2+1=3;

e A terceira seta intercepta as fragdes que estdo nas posicdes (1, 3), (2,2) e (3,1),
el+3=2+2=3+1=4,;

Isto se repetird sempre. Entdo, se soubermos a soma das “cordenadas da posi¢ao” da
fracdo dada, poderemos aproximar o valor de n procurado.

Vimos que — estd na posi¢do (3,5), cuja soma das cordenadas vale 8. Entdo ele

serd interceptado pela sétima seta. Portanto, ja foram contadas 1+2+34-44-5+6 = 21
fragdes pelas 6 setas anteriores. Agora so falta somar as fra¢des que faltam até chegar

7 Apesar de este ser um passo manual, ainda sim requer menos esfor¢o do que os métodos anteriores,
pois neste caso s6 € necessdrio escrever os valores com um denominador fixo.
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7 . . . .

ao —. Nem precisamos construir a tabela para isso. Note que as setas interceptam as
s 7

fragdes de cima para baixo, de acordo com as linhas. Entdo 3 serd a terceira fracdo

interceptada pela sétima seta (pois 3 estd na terceira linha). Logo, a fracdo fornecida

pelo bandido € a vigésima quarta fracdo na nossa contagem, ou seja, n = 24. (Ufa,
conseguimos!)

Agora vamos generalizar o algoritmo que descrevemos aqui. Seja % a fragdo for-
necida pelo bandido. Suponha que esta fracéo esteja na posicdo (m, ¢) da tabela (esta
¢ a parte manual do trabalho). Entdo ele serd interceptada pela (m + ¢ — 1)-ésima
seta. Como ela estd na m-ésima linha, entdo ela serd a m-ésima fracdo interceptada
pela seta. Portanto, definan = 14+2+3+ ...+ (m+q—2) +m e o resultado segue.

Se quisermos perfumar a obra, podemos calcular a soma 1+24-3+. . .4+(m+g—2)
através da férmula da soma dos m + q¢ — 2 primeiros ndmeros inteiros. Ficaria:

—2 —1
n o mta )2(m+q ) tm

Conclusao

Note que a contagem dos niimeros inteiros ocorre de uma maneira mais natural e
convincente do que os tré€s métodos apresentados para enumerar os nimeros racionais
positivos. No caso dos nimeros inteiros, a demonstracio foi feita inclusive através
do método formal visto em um curso de matemadtica do ensino superior. Nos trés
casos envolvendo nimeros racionais positivos, precisamos “assumir” uma estratégia
de verificacdo manual para se certificar que a funcao definida é realmente sobrejetiva.
S6 através do método da diagonal de Cantor € que temos uma “férmula fechada” para
determinar a posi¢do do niimero na contagem.

Embora seja possivel abordar este contetido no terceiro ano do ensino médio, acre-
dito que o problema é de altissima dificuldade para uma questao de vestibular. Ela foi
uma questdo de cunho estritamente teérico e que exige pouco da criatividade ou capa-
cidade de resolver problemas de maneira esperta e 16gica, que eu acredito que deva ser
o enfoque de um concurso como o vestibular. Muitas destas provas abordam contet-
dos extremamente especificos que necessitam da “decoreba” ou de “sacadinha” para
resolver. O ideal seria que ndo fosse assim.

Revista da ORM/SC n° 8, 2011



Como contar as fracdes? 85

Referéncias
[1]SILVA, Ivan Pontual Costa. Os Niimeros e o Infinito. Florianépolis: Revista da
Olimpiada Regional de Matematica do estado de Santa Catarina, 2006.

[2IMARSDEN, Jerrold E.. Elementary Classical Analysis. Berkeley: W. H. Free-
man, 1993.

[3]JRUDIN, Walter. Principles of Mathematical Analysis. Berkeley: Mcgraw-hill,
1976.

Revista da ORM/SC n° 8, 2011



86 Artigos

Um problema de geometria, pontos fixos, pontos de
Brocard e a desigualdade de Erdos-Mordell

Bianca de Souza! e José Luiz Rosas Pinho?

Na prova da segunda fase da XII Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Ca-
tarina (ORM), nivel 2, encontra-se o seguinte problema de geometria (problema 3 -
veja neste nimero da Revista a resolugdo):

Na figura, A ABC é um triangulo equilatero de lado ignalal,e AM NP é um
triangulo inscrito em A ABC tal que MN é perpendicular a AB, NP é perpendi-
cular a BC e PM ¢ perpendicular a AC.

C

M

Explique por que AM N P também € equilatero e calcule a razio entre as
areas dos triangulos AABC e AMNP.

l
Na resolu¢éo deste problema obtém-se BM = CN = AP = 3’ 0 que, por sua
vez mostra, curiosamente, a existéncia do tridngulo AM N P com a propriedade de ter

! Aluna do curso de Matematica da UFSC, habilitacdo licenciatura.
2Professor do Departamento de Matemética da UFSC.
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os lados respectivamente perpendiculares aos lados do tridngulo AABC'. A resposta
para o problema acima é que a razdo entre as dreas dos dois tridngulos é

AnaBc _3
Aprmvnp

Na verdade, dado qualquer tridngulo acutangulo AABC, existe um tridngulo
AM N P inscrito no AABC (ou seja, com os vértices M, N e P respectivamente nos
lados de AABC)) com a propriedade citada acima. Tal existéncia agora nao € tdo sim-
ples de provar, mas uma olhada no processo de constru¢io (com régua e compasso),
através de homotetia, do tridingulo AM N P ¢ suficiente para nos "convencer"(a rigor,
essa mesma construgao nos permite provar a existéncia do tridngulo AM N P) de que
tal tridingulo existe (e € tinico):

NN

Pl.'

Na verdade ha um outro tridingulo AM N P com lados respectivamente perpendi-
culares aos lados do tridngulo A ABC', mas tal que MN ¢é perpendicular a BC, NP ¢
perpendicular a AC e PM € perpendicular a AB. Os tridngulos obtidos nos dois casos
sd0 congruentes e estao inscritos em uma mesma circunferéncia.
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A M B

Em [1] a existéncia de AM NP ¢ discutida de forma analitica usando-se uma
sequéncia convergente de pontos sobre o lado AB do tridngulo AABC.

Uma pequena experiéncia com um software de geometria dindmica, como o Cabri
Géometre, nos permitiu conjeturar que a razao entre as dreas dos tridngulos AABC' e
AM N P nao é menor do que 3.

Neste artigo apresentamos a solugio para esse problema’, que pode ser enunciado
assim:

Seja AABC uma triangulo acutangulo qualquer e seja AM N P o triangulo
inscrito no AABC tal que os lados MN, NP e PM sejam, respectivamente per-
pendiculares aos lados AB, BC e AC do triangulo AABC. Provar que a razio
entre as areas dos tridngulos AABC e AM N P satisfaz

AnaBc

>3
Apmnpe

e que a igualdade ocorre se, e somente se o tridngulo A ABC for equilatero.

Em primeiro lugar devemos observar que os tridngulos AABC e AM NP sio
semelhantes (pois seus lados sao respectivamente perpendiculares, o que implica que
seus angulos sdo respectivamente congruentes), com os pontos M,N e P respectiva-
mente homdlogos aos pontos A, B e C e com a mesma orientagdo (os pontos A, B
e C do tridngulo AABC sao lidos no sentido anti-hordrio e 0 mesmo ocorre com 0s
pontos M, N e P do tridngulo AM NP ). Isso significa que a semelhanca entre os

30 contetido deste artigo foi retirado do Trabalho de Conclusio de Curso da autora, Centros de um
tridngulo, em fase de elaboracdo, para o grau de Licenciada em Matematica a ser obtido em 2011.
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dois tridngulos, como uma transformacio geométrica, € uma composta de isometrias
(sem reflexdo axial, devido ao fato de que a orienta¢do € mantida) e de uma homotetia.
A semelhang¢a do AABC para o AM N P pode ser obtida através de uma homotetia
de razido menor do que 1 com centro apropriado e de uma rotagio de 90° (no sentido
anti-hordrio) em torno do mesmo centro, como nos mostra a figura abaixo:

Que centro deve ser esse? Observamos que essa semelhanca, de razao menor do
que 1, leva o tridangulo AABC no tridingulo AM N P que esta inteiramente contido
no AABC. Isso nos remete ao chamado Teorema do ponto fixo de Banach, também
conhecido como Principio das contracoes de Banach ou ainda Lema das contra-
¢oes. Tal resultado, no contexto das transformagdes geométricas, nos diz que uma
transformacg@o (com determinada propriedade, como € o caso de uma semelhanga)
entre duas figuras, que tem como imagem uma figura inteiramente contida na figura
original, possui um dnico ponto fixo, isto é, um ponto da figura dominio que € levado
nele mesmo na figura imagem. Em outras palavras, se as duas figuras em questdo
sdo mapas (de um pafs, um estado ou uma cidade), e se o mapa reduzido (em escala
menor) for colocado sobre o mapa maior, de modo que ele fique totalmente contido
no mapa maior, entdo haverd um tnico ponto geografico (p.ex., uma cidade) que coin-
cidird nesses dois mapas. Em um ndmero anterior desta Revista [2] propusemos o
problema de como determinar, com régua e compasso, tal ponto fixo.

Na figura acima observe que os lados AB, BC e CA do tridngulo AABC sdo
levados, pela semelhanga, respectivamente nos lados MN, NP e PM do tridngulo
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AMNP. O centro O, da composta pela homotetia e rotagdo de 90°, que procura-
mos deve ser o ponto fixo dessa composta. Raciocinando inversamente, se aplicarmos
uma rotacdo de 90°, no sentido horério, ao tridngulo AM N P, em torno do ponto
fixo O, obteremos um tridngulo semelhante com os lados respectivamente paralelos
aos lados do tridngulo AABC. Esses dois tridngulos sdo homotéticos, com centro de
homotetia O. Isso significa que a razdo de semelhanca k de AABC para AMNP ,
dada por

MN NP PM a
AB ~ BC  CA )

também € dada por

OM ON OP

04~ 0B oc~F @

ja que o ponto O é o ponto fixo dessa semelhanca. Além disso, como a rotagdo reali-
zada é uma rotagdo de 90°, entdo os angulos LZAOM , ZBON e ZCOP devem ser
retos:

B

Segue-se entdo desse fato e de (2) que os tridngulos AAOM , ABON e ACOP
sao semelhantes (caso lado-angulo-lado de semelhancga de tridngulos), e isso implica
que os angulos LZOAM, ZOBN e ZOCP sdo congruentes. Segue-se que o0 ponto
O ¢ o primeiro ponto de Brocard do tridngulo AABC.

Um ponto O € dito primeiro ponto de Brocard de um tridngulo AABC se os
vértices A, B e C estdo orientados no sentido anti-horario, e se os dngulos ZOAB,
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Z0OBC e ZOCA forem congruentes de medida «. Tal dngulo é chamado de (pri-
meiro) angulo de Brocard:

Se um ponto O ¢ tal que os angulos LZOAC, ZOCB e Z0OBA sao congruentes,
entdo O ¢ dito segundo ponto de Brocard do triangulo AABC.

A intersec¢do de trés circunferéncias, uma que passa por A e B e é tangente a BC
no ponto B, outra que passa pelos pontos B e C e € tangente a AC no ponto C, e a
terceira que passa pelos pontos A e C e € tangente a AB no ponto A, nos fornece um
primeiro ponto de Brocard do tridingulo AABC.

Reciprocamente, se um ponto O é um primeiro ponto de Brocard de um tridngulo
AABC , entdo ele é o ponto de intersec¢do das circunferéncias citadas acima. Isso
significa que o primeiro ponto de Brocard de um tridngulo € dnico.
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AnaBc

Para provar nossa afirmag@o inicial de que > 3 ou, equivalentemente,

ApmNP

A 1

# < 3’ precisamos provar que a razao de semelhanga k do tridngulo AABC
ANABC

para o triingulo AM N P deve ser tal que

TRVE]

Como os tridngulos AAOM , ABON e ACOP sido retangulos, segue-se de (2)
e de (3) que devemos ter

3
k=tana < %,ou seja, a < 30°.

Um resultado conhecido sobre o ponto de Brocard é que o angulo de Brocard «
€ menor ou igual a 30°. Isto permitird concluir a parte inicial da nossa afirmagao.

Esse resultado pode ser provado através da Desigualdade de Erdos-Mordell, cujas
(vérias) demonstra¢des podem ser vistas em [3], e que diz:
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Se O é um ponto do plano de um tridngulo NABC e se d, , dy e d. sdo, respec-
tivamente, as distancias do ponto O aos lados BC, AC e AB do tridngulo NABC,
entdo

OA+OB+0C 22 (dy+dp+de).

Além disso, a igualdade vale se, e somente se o tridngulo ANABC for equildtero e o
ponto O for seu circuncentro.

._B

A desigualdade de Erdos-Mordell permite provar o seguinte resultado [4]:
(IMO 1991, problema 4) Sejam A ABC' um tridngulo e O um ponto em seu interior.
Prove que pelo menos um dos dngulos ZOAB, ZOBC ou ZOC A é menor ou igual
a 30°.
Resolucio:
Sejam M, N e P os pontos de intersec¢do das perpendiculares por O aos lados AB,
BC e AC respectivamente.

A desigualdade de Erdos-Mordell nos diz que

OA+OB+0C >2-(OM + ON + OP)

Revista da ORM/SC n° 8, 2011



94 Artigos

OM ON OP
Por outro lado, se as razdes —— OA’ OB O c forem todas maiores do que sen30° =

—, entao teremos

OA<2-OM,0B<2-ONeOC<2-0P,
o que implica em
OA+0B+0C<2-(OM +ON +OP),

o que é uma contradi¢do com o resultado da desigualdade de Erdos-Mordell. Portanto,

. OM ON _ OP Lol . e um d
uma das I'EIZOGS e menor ou 1 ual a —, ou S€ja, O seno de um dos
oA’ 0B ™ oc guata sy !

1
angulos ZOAB, ZOBC ou ZOC A é menor ou igual a 3 Isso significa que um dos

angulos € menor ou igual a 30°.

Aplicando esse resultado quando o ponto O € o primeiro ponto de Brocard do
tridlngulo A ABC, concluimos, como todos os dngulos ZOAB, ZOBC e ZOC A sido
congruentes, que esse angulo « € menor ou igual a 30°.

Finalmente, € facil ver que se o tridngulo A ABC for equildtero, entdo o Angulo de
Brocard € igual a 30°. Reciprocamente, se o dngulo de Brocard for igual a 30° entdo
valerd a igualdade na desigualdade de Erdos-Mordell, o que significa que o tridngulo
AABC é eqiiilétero.
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Algebra Linear

Giuliano Boava !

Floriandpolis - Santa Catarina

Introducao

Nos problemas olimpicos, principalmente nos de nivel universitirio, ¢ comum
encontrarmos espagos e subespacos vetoriais, transformagdes lineares, matrizes, auto-
valores, autovetores, entre outros conceitos de dlgebra linear. O objetivo deste texto é
mostrar que, usando apenas ferramentas bdsicas, € possivel resolver diversos proble-
mas envolvendo este tema. Como a dlgebra linear € um assunto amplo, concentrare-
mos nossas atencdes nos problemas que abordam matrizes e suas propriedades.

O texto estd dividido em duas secdes: uma se¢do com defini¢des e teoremas,1’ e
outra com resolu¢do de problemas. Na primeira secdo, faremos uma breve introducao
a teoria de matrizes, tratando desde as operacdes bdsicas até a fatoracido de uma matriz
na sua forma candnica de Jordan?. Na segunda seco, veremos como aplicar a teoria
em problemas olimpicos.

Apesar de o texto ndo requerer conhecimento prévio, é aconselhdvel que o lei-
tor tenha alguma familiaridade com a 4lgebra linear. Além disso, o conteddo aqui
exposto é extremamente resumido, ndo sendo recomendado aqueles que pretendem
iniciar um curso de dlgebra linear. Por fim, visto que o nosso foco sdo as aplica¢des
da teoria, ndo demonstraremos os teoremas aqui apresentados. O leitor interessado
nas demonstracdes pode consultar as referéncias dispostas no final do texto.

IProfessor Substituto do Departamento de Matematica da UFSC
2Camille Marie Ennemond Jordan (1838-1922) foi um matematico francés, fazendo com que a prontdn-
cia de seu sobrenome seja “Jordan”.
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Definicoes e Propriedades

Uma matriz real (ou complexa) A com m linhas e n colunas é uma fungéo
A:{1,2,...,m} x{1,2,...,n} — R (ouC)
(i,5) —> A(i,])
Esta é uma maneira formal de dizer que uma matriz é uma “tabela” de nimeros. Ape-

sar de a defini¢do tratar uma matriz como funcéo, veremos uma matriz A com m
linhas e n colunas sob a forma usual

a1 a2 o Gip

a1 @22 e a2n
A= . . . . )

Am1  Am2 e Amn

em que a entrada a;; da tabela corresponde a A(%, j) (isto €, o valor da funcdo A em
(4,7)). Uma maneira compacta de denotar a matriz acima é A = (a,;). O valor a;;
da matriz A é denominado entrada (4, j) ou (i, j)-ésima entrada de A. No contexto
matricial, um ndmero, real ou complexo, é normalmente chamado de escalar.

Uma matriz com m linhas e n colunas € dita uma matriz m X n (1&-se m por n).
Uma matriz em que n = 1 (respectivamente, m = 1) é denominada um vetor coluna
(respectivamente, vetor linha). Quando m = n, a matriz ¢ dita quadrada de ordem
n. Em uma matriz quadrada A = (a;;) de ordem n, denominamos por diagonal prin-
cipal a parcela da matriz formada pelos elementos a1, ass, ..., Gp,. Uma matriz
quadrada que possui todos os elementos abaixo (respectivamente, acima) da diago-
nal principal iguais a 0 € denominada matriz triangular superior (respectivamente,
triangular inferior). Uma matriz quadrada em que todos os elementos fora da dia-
gonal principal sdo iguais a 0 é denominada matriz diagonal. A matriz diagonal de
ordem n em que todos os elementos da diagonal principal sdo iguais a 1 € denominada
matriz identidade e é denotada por I,, (ou simplesmente /, quando a ordem estiver
subentendida).

Sejam A = (a;5), B = (b;j) e C = (c;;) matrizes reais (ou complexas) de
dimensdes m X n, m X n e n X p, respectivamente, e seja A € R (ou C) um escalar. A
soma das matrizes A e B, denotada por A + B, é definida como a matriz m x n dada
por A+ B = (a;; +b;;). O produto das matrizes A e C, denotado por AC, é definido
como a matriz mxp dada por AC' = (d;;), emque d;; = a;1b1;+a;2b2;+ - -+ainbn;.
A multiplicacdo do escalar A pela matriz A, denotada por AA, é definida como a
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matriz m x n dada por AA = (Aa;;). A transposta® da matriz A, denotada por A?, é
definida como a matriz n x m dada por A" = (a;;).

E claro a partir da defini¢io que a operacdo de soma de matrizes é comutativa,
associativa e distributiva com relagdo a multiplicacdo por escalar. Também é facil
verificar que a soma também € distributiva com relacdo ao produto matricial (por
ambos os lados). Convém observar que o produto matricial ndo é comutativo! Uma
conta um pouco mais trabalhosa € necessdria para verificar que o produto matricial é
associativo. Estas propriedades podem ser expressas por: A+ B = B + A; (A +
B)+C = A+ (B+0C); M(A+ B) = M+ AB; (A+ B)C = AC + BC;
C(A+B) =CA+ CB; AB # BA (em geral) e (AB)C = A(BC). Hé algumas
propriedades interessantes da transposta: (A%)! = A; (A + B)! = At + B, (\A)t =
AA' e (AB)! = B'A'. A matriz identidade definida acima possui papel importante
no produto de matrizes: se A é uma matriz m x n, entdo I,,A = A = Al,. E um
bom exercicio (porém, entediante) verificar todas essas propriedades.

Definicdo 1 Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Definimos o traco da matriz
A, denotado por tr(A), como a soma dos elementos da diagonal principal da matriz
A. Em outras palavras, se A = (a;;), entdo tr(A) = a11 + a2z + -+ + Gpn.

Exemplo 1 Se

1 3 4
A=| -2 -3 1],
0 1 0

entdo tr(A) =14 (=3) +0= -2

Nosso préximo objetivo é definir o determinante de uma matriz quadrada. E co-
mum, no ensino médio, dar uma defini¢cdo explicita para o determinante de matrizes
de ordem 1, 2 e 3 e definir o determinante de matrizes de ordem maior que 3 recur-
sivamente, usando determinantes de matrizes de ordem inferior. Aqui, adotaremos
uma outra definicdo, que € vdlida para matrizes de ordens arbitrarias. Antes disso,
necessitamos da definicdo de permutagdo.

Definiciio 2 Uma permutacdo do comjunto {1,2,...,n} é uma bijecdo
o:{L,2,...,n} — {1,2,...,n}. A paridade de uma permutacdo o, denotada

3A transposta de uma matriz é, normalmente, utilizada para matrizes reais. A definicio também §é
vélida para matrizes complexas mas, neste caso, tal definicio ndo € tdo til. No caso complexo, a operagao
frequententemente utilizada no lugar da transposta é a operacdo que associa a uma matriz A, uma outra
matriz A*, denominada adjunta de A. A adjunta da A é a transposta de A com seus elementos conjugados.
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por p(o), € definida como o niimero de pares ordenados

(1,7) €{1,2,...,n} x {1,2,...,n} comi < j,

para os quais o (i) > o(j).
O sinal de uma permutagdo o é definido por sign(o) = (—1)P(7).

E comum (e mais prético) representar uma permutacao o por:

Assim, uma permutagdo pode ser vista como uma n-upla de nimeros naturais distintos
(com valores em {1,2,...,n}).

Exemplo 2 o1 = (3,4,1,5,2) e 052 = (2,3,4,5,1) sdo exemplos de permutacdes
de {1,2,3,4,5}. Para o1, hd 5 pares ordenados (i,7), com i < j, para os quais

o1(i) > o1(j); sdo eles: (1,3), (1,5), (2,3), (2,5) e (4,5). Assim, p(o1) = 5. Jd
para o, a paridade é 4. Com isso, :51gn(01) (—1)° = —lesign(og) = (-1)* = 1.

Definicdo 3 Seja A = (a;;) uma matriz quadrada de ordem n. O determinante da

matriz A, denotado por Det(A) ou |A|, é definido por
Det(A Z sign(o ala(l G25(2) - - - Ano(n)s
em que a soma é tomada sobre todas as permutagdes* o de {1,2, ... ,n}.

Exemplo 3 Se A = [a;1] é uma matriz 1 x 1, entdo sé hd uma permutacdo de {1} (a
saber, a permutagdo o = (1)). Como ndo hd pares (i,j) com i < j neste caso, entdo
a paridade de o é 0 e, consequentemente, sign(o) = 1. Logo, Det(A) = a;1. Notemos
hd duas permutacoes para {1,2}: o1 = (1,2) (com paridade 0) e 09 = (2,1) (com
paridade 1). Assim, no determinante de uma matriz 2 X 2, hd dois termos na soma.
Aplicando a defini¢do a uma matriz A = (a;;) de ordem 2, obtemos
Det(A) = sign(01)aiq,(1)020,(2) + 8180(02)A10,(1)020,(2)
= (—=1)%1a22 + (—1)'a12a21 = ar11a22 — az1a12,

“4Note que hd n! permutagdes de {1,2,...,n}. Assim, hd n! parcelas na soma.
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que ¢é a formula ensinada no ensino médio. Fica como exercicio ao leitor desen-
volver a defini¢cdo acima para uma matriz de ordem 3 e verificar que ela é equivalente
a definicdo dada no ensino médio, isto é,
air a2 a3
a21 G2 023 = 11022033 + 412023031 + A13021032+
aszy asz2 ass
+(—a13a22a31 — a11a23a32 — a12021033).

A proposi¢do abaixo lista algumas propriedades do traco e do determinante de
uma matriz.

Proposiciao 1 Se A e B sdo matrizes quadradas de ordem n, entdo:
(i) tr(A+ B) = tr(A) + tr(B);
(ii) tr(AB) = tr(BA);
(iii) Se A = (a;j) € triangular superior, triangular inferior ou diagonal, entdo
Det(A) = a11a92 - . . Gnp;
(iv) Det(AB) = Det(A)Det(B);
(v) Det(A) = Det(A?);

(vi) Se uma matriz A é obtida a partir de A pela troca da posigdo de duas linhas (ou

colunas), entdo Det(A) = —Det(A);

(vii) Se uma matriz A é obtida a partir de A multiplicando-se uma dada linha (ou

coluna) por um niimero \ € C, entdo Det(A) = \Det(A);

(viii) Se uma matriz A éobtidaa partir de A acrescentando-se a uma linha (ou coluna)

um miiltiplo de uma outra linha (ou coluna), entdo Det(A) = Det(A).

Definicdo 4 Seja A uma matriz m x n. Uma matriz B é dita uma inversa a direita
de A se AB = I,,,. Uma matriz C é dita uma inversa a esquerda de A se CA = I,,.
Se A possui inversa a direita (respectivamente, a esquerda), entdo a dita invertivel a
direita (respectivamente, a esquerda).

Exemplo 4 Considere as matrizes

1 0
a=[) o ) en=fo
0 0
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Como AB = I, entdo A é uma inversa a esquerda para B e B é uma inversa a
direita para A.

Muitos problemas com matrizes sdo resolvidos analisando o posfo das matrizes
envolvidas. Porém, para se falar de posto, normalmente é necessario falar de espagos
vetoriais, combinagdes lineares e dependéncia linear. Nos proximos pardgrafos, de-
finiremos o posto de uma matriz evitando desenvolver a teoria de espacos vetoriais.
Para isso, teremos que “mascarar” propriedades gerais dos espacgos vetoriais em casos

especificos.

O produto cartesiano® R x R x - - - x R (n vezes) é denotado por R™. Os elemen-
tos v € R™ sdo denominados vetores e sdo da forma v = (v, ve,...,v,), em que
v; €ER, 1< i< n. Sejamv = (vy,v2,...,0,) e W = (w1, ws,...,w,) vetores e

A € R um escalar.

A soma dos vetores v e w, denotada por v + w, é definida como o vetor v+ w =
(v1+wi,votws, ..., v, +w,). A multiplicagdo do escalar A pelo vetor v, denotada
por Av, é definida como o vetor Av = (Avy, Ava, ..., Av,). O vetor (0,0,...,0) é
usualmente denotado por 0.

E facil ver que uma matriz 1 X n oun x 1 (vetor linha ou vetor coluna) pode ser
vista como um vetor de R™. Além disso, as linhas de uma matriz m X n também
podem ser vistas como um vetor de R™, assim como as colunas determinam vetores

de R™. Precisaremos destas identificagdes na definicio de posto.

Definicdo 5 Um conjunto de vetores {vi,va,...,v,.} C R" é dito linearmente de-
pendente (LD) se existem A1, A2, ..., A\ € R ndo todos nulos tais que

A1V1+ Aovo + -+ \v,. = 0.

{v1,Vva,...,V,} édito linearmente independente (LI) se ndo é linearmente depen-
dente.

Exemplo 5 Em R?, os vetores e; = (1,0) e ex = (0,1) sdo linearmente indepen-
dentes. De fato, A\1e1 + Aaes = (A1, A2) e, para que (A1, \2) = (0,0), devemos ter
A1 = A2 = 0. Os vetores vi = (1,2) e vo = (2,4) de R? sdo linearmente depen-
dentes pois 2vy + (—1)vy = 0. Note que qualquer conjunto de vetores que contém o
vetor 0 é linearmente dependente.

5 A partir daqui até a definicio de posto, tudo o que for feito para R também sera valido para C.
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Defini¢do 6 Seja A uma matriz m x n. O posto de A, denotado por posto(A) ou
rank(A), € definido como o maior niimero r para o qual existem r linhas de A line-
armente independentes (identificando as linhas de A como vetores de R™).

Exemplo 6 Conforme exemplo anterior, a matriz

1 0
I2:|:O 1:|a

Proposicao 2 Se A é uma matriz m X n, entdo:

possui posto 2.

(i) posto(A) = posto(A?), isto é, o niimero mdximo de linhas linearmente indepen-
dentes coincide com o niimero mdximo de colunas linearmente independentes;

(ii) posto(A) < min{m,n};

(iii) Se A é uma matriz obtida a partir de A como nos itens (vi) ou (viii) da proposi¢do

1, entdo posto(A) = posto(A).
O préximo resultado € essencial na resolugdo de problemas.
Teorema 1 Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Sdo equivalentes:
(i) posto(A) =n;
(ii) A éinvertivel a esquerda;
(iii) A € invertivel a direita;
(iv) x = 0 € o tnico vetor coluna tal que Ax = 0 (aqui, O representa a matrizn X 1
formada somente por zeros);

(v) Para todo vetor coluna b de tamanho n x 1, existe um tinico vetor coluna x tal
que Ax = b;

(vi) Det(A) # 0.

Uma matriz A que ndo satistaz uma (portanto, todas) das condi¢des acima é dita
singular. Se uma (consequentemente, todas) das condicdes acima é satisfeita, entdo
A é denominada nao singular. Neste caso, A possui linica inversa a esquerda, tinica
inversa a direita e tais inversas coincidem. A (iinica) inversa é denotadapor A=' e A é
dita invertivel. Além disso, posto(A™!) = n, Det(A™!) = Det(A)~1, (A~ 1)"1 =4
e x = A~1b ¢ 0 iinico vetor coluna x do item (v).
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Proposicao 3 Se A e B sdo matrizes quadradas do mesmo tamanho, entdo AB é ndo
singular se, e somente se, A e B sdo ndo singulares. Neste caso (AB)™! = B~1A~L.

Definiciio 7 Seja A uma matriz quadrada. Um escalar® \ € C é dito um autovalor
de A se existe um vetor coluna x (com entradas em C) ndo nulo tal que Ax = A\x.
Neste caso, x é denominado um autovetor de A associado a .

4 5 1
A—[Q _3} ex-[l].
Como Ax = (—1)x e x € ndo nulo, entdo A\ = —1 é autovalor de A e x é autovetor
associado a \.

Exemplo 7 Sejam

Sejam A uma matriz quadrada e A\ um autovalor de A. Por defini¢do, existe x ndo
nulo tal que Ax = Ax. Tal equagéio pode ser reescrita na forma (A — A)x = 0,
sendo I a matriz identidade. Como x € nao nulo, segue do item (iv) do teorema 1
que a matriz A\I — A é singular. Assim, pelo item (vi) do mesmo teorema, devemos
ter Det(A] — A) = 0. Por outro lado, se A é uma matriz quadrada e A\ € C satisfaz
Det(AI — A) = 0, entdo segue dos itens (iv) e (vi) do teorema 1 que existe vetor coluna
x ndo nulo tal que (Al — A)x = 0 e, portanto, Ax = Ax. Em outras palavras, um
escalar A € C é autovalor de uma matriz A se, e somente se, Det(A] — A) = 0.

Conforme defini¢do de determinante, se A possui ordem n, entdo Det(z] — A)
tem como resultado um polindmio mdnico (isto é, um polindmio com coeficiente lider
igual a 1) de grau n na varidvel x. Tal polindmio é denominado polindmio caracte-
ristico de A e é denotado por p (x). Como visto anteriormente, as raizes complexas
de p% () sdo, exatamente, os autovalores de A. Pelo teorema fundamental da dlgebra,
p% () possui n raizes complexas (contando multiplicidades). A partir daqui, conside-
raremos que toda matriz A de ordem n possui n autovalores: as n raizes de p% (). Se
A € uma raiz de multiplicidade r do polindmio caracteristico, entdo dizemos que A é
um autovalor de multiplicidade r.

Proposicao 4 Sejam A uma matriz quadrada de ordem n. e A1, \o, ..., A\, € C seus
autovalores. Entdo:

(i) tr(A) =M+ Ao+ Ay

6 Até agora, em todas as defini¢des, poderfamos trabalhar em R ou C. No caso de autovalores e autove-
tores, a teoria produz melhores resultados em C.
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(ii) Det(A) = MAg... Ay
(iii) Para qualquer \ € C, os autovalores de A+ \I s@o X+ A1, A+ Ao, ..., A+ Ay,

(iv) Se A1, Ao, ..., A\, sdo distintos e X1,Xa, . ..,X, sdo autovetores associados, en-
tdo o conjunto {x1,Xa, ..., X, } € linearmente independente;

(v) A é ndo singular se, e somente se, \; # 0, para todo i,
(vi) Se A é ndo singular, entdo os autovalores de A~ sdo )\fl, )\gl, D s
(vii) Se A é uma matriz real e simétrica (isto é, A = A?), entdo \; € R, para todo i.

Seja A uma matriz triangular superior, triangular inferior ou diagonal. Aplicando
o item (iii) da proposi¢do 1 a matriz 21 — A, concluimos que os elementos da diagonal
principal de A sdo seus autovalores.

Se A é uma matriz quadrada real, entdo pS (z) € um polindmio com coeficientes
reais. Logo, os autovalores ndo reais de A aparecem em pares conjugados.

Para qualquer matriz quadrada A de ordem n, defina A° = I, e, para qualquer
ndmero inteiro positivo k, defina A% = AA ... A. Dessaforma, se

——

k vezes

q(x) = a,a” + ar_12" "+ -+ a1w + ag

€ um polindmio com coeficientes complexos, podemos definir

q(A) = a, A" +a, A"+ a1 A+ apl.
Observe que ¢(A) é uma matriz e ndo um escalar.

Definicao 8 Seja A uma matriz quadrada. O polinémio minimal de A, denotado por
p(x), é o polindémio ménico q(x) (com coeficientes em C) de menor grau tal que’

q(A)=0.

Note que ndo hd ambiguidade na defini¢do acima. De fato, suponha que existam
dois polindmios ¢;(z) e g2(x) que se encaixam na defini¢do acima. Assim, ambos
sdo monicos e tém o mesmo grau k, logo ¢(x) = ¢1(z) — ¢2(x) é um polindmio de
grau menor que k tal que g(A) = 0. Se ¢(x) ndo € o polindmio nulo, entdo podemos

7 Aqui, O representa a matriz quadrada do mesmo tamanho de A formada por zeros em todas as entradas.
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dividir ¢(z) pelo seu coeficiente lider e obter um polindmio ménico de grau menor
que k que se anula em A, contrariando a minimalidade de k. Portanto, devemos ter
q(z) = 0 (isto é, ¢(x) é o polinémio nulo) e, consequentemente, ¢1 (z) = g2(x).

Teorema 2 Sejam A uma matriz quadrada, pS(x) seu polindémio caracteristico e
p'y (z) seu polinémio minimal. Entdo:

(i) Para qualquer polinémio q(x), ¢(A) = 0 se, e somente se, p'y (x) divide q(x);
(ii) P} (x) divide p% (), isto é, pS (A) = 0.
O item (ii) do teorema acima é conhecido como teorema de Cayley-Hamilton.

Teorema 3 (Teorema do Mapeamento Espectral) Sejam A uma matriz quadrada
de ordem m e A1, Aa, ..., A\, seus autovalores. Para qualquer polindmio q(x) (com
coeficientes em C), os autovalores da matriz q(A) sdo q(A1),q(A2), - .., q(An).

Exemplo 8 Tomando q(x) = x* no teorema acima, concluimos que se \ é um auto-

valor de A, entdo \* é um autovalor de AF.

Definicdo 9 Duas matrizes quadradas de mesmo tamanho A e B sdo ditas semelhan-
tes ou similares se existe uma matriz ndo singular M tal que A = MBM~'. Neste
caso, a notacdo A ~ B é empregada. Uma matriz que é semelhante a alguma matriz
diagonal é dita diagonalizavel.

Notemos que A ~ A (pois A = IAI~1), que A ~ B implica B ~ A (pois
A = MBM~"! implica B = M~*AM~')"')e que A ~ Be B ~ C implicam
A~ C (pois A= MBM~'e B=NCN~!implicam A = (MN)C(MN)~!). Em
outras palavras, a relagdo de semelhanca entre matrizes € uma relagio de equivaléncia.
Seja A uma matriz quadrada de ordem n e suponha que A possua n autovetores

linearmente independentes x1, Xo, . . . , X,,. Denote por \; o autovalor de A associado
ao autovetor x;. Defina X = [x1 |X2]| - -+ | Xy], isto é, X é uma matriz n X n cujas
colunas sdo os autovetores de A. Denote por A a matriz diagonal n x n cujas entradas
na diagonal principal sdo A1, Ag, ..., A, (nesta ordem). Observe que
AX  =Alxy|xa| - | xn] = [Ax1 | AXa | -+ | AXy]
= [)\1X1 ‘ )\QXQ | cee |)\nxn] = XA

Pela proposi¢io 2 e pelo teorema 1, a matriz A é invertivel. Logo, AX = XA =
AXX 1= XAX! = A= XAX"! istoé, Aésemelhante a uma matriz di-
agonal A formada pelos autovetores de A. Além disso, a matriz de semelhanca X é
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dada pelos autovetores de A. Por outro lado, se A = M DM~ e D é uma matriz
diagonal, entdo € possivel provar que os autovalores de A estdo na diagonal principal
de D e que as colunas de M sido os autovetores de A. Logo, o processo de encon-
trar uma matriz diagonal que seja semelhante a uma matriz A dada estd intimamente
relacionado com os autovalores e autovetores de A. Sempre que uma matriz A € es-
crita sob a forma A = MDM ™! com D, uma matriz diagonal, os problemas que
envolvem A sdo consideravelmente simplificados. Porém, nem sempre uma matriz é
diagonalizdvel.

Exemplo 9 Seja
0 1
=01,
Afirmamos que A ndo ¢é diagonalizdvel. Calculando o polindmio caracteristico de A,
obtemos p%(z) = Det(zI — A) = z%. Assim, os dois autovalores de A sdo iguais a
0. Se A fosse diagonalizdvel, entdo A = M DM ", com D uma matriz diagonal com

os autovalores de A. Como os autovalores sdo iguais a 0, D é a matriz nula. Assim,
teriamos M DM~ = 0 independente da matriz M. Logo, A ndo é diagonalizdvel.

A préxima proposi¢ao fornece algumas condic¢des suficientes para que uma matriz
seja diagonalizdvel.

Proposicao 5 Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entdo:

(i) A é diagonalizdvel se, e somente se, A possui n autovetores linearmente inde-
pendentes;

-

(ii) A é diagonalizdvel se, e somente se, toda raiz do polindmio minimal de A é
simples;

(iii) A é diagonalizdvel se possui n autovalores distintos;

(iv) A é diagonalizdvel se A é uma matriz real e normal (isto é, AA* = AtA). Em
particular, toda matriz real simétrica é diagonalizdvel.

Nosso dltimo objetivo € definir matrizes na forma de Jordan. Uma matriz na forma
4 66

de Jordan é uma matriz que € “quase” diagonal. A utilidade deste conceito é que toda
matriz é semelhante a uma matriz na forma de Jordan.
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Definicao 10 Uma matriz quadrada de ordem r da forma

Al 0
0 A

é denominada um bloco de Jordan de ordem r associado a \. Uma matriz quadrada
A é dita estar na forma canénica de Jordan se

M, 0
M,
0 M,
em que cada M; representa um bloco de Jordan.

Exemplo 10 A matriz

o o o o

OO O OO

N

I
OO OO OO OO
OO OO OO O N
OO OO oo N~ O
O OO OO = OO

I

—_
O OO OO O OO
O OO o OO o oo
O RO OO O OO

o o o o
o O O

estd na forma canénica de Jordan.

Teorema 4 Toda matriz quadrada A é semelhante a alguma matriz J na forma ca-
nonica de Jordan. Além disso, se J é uma outra matriz na forma canodnica de Jordan
semelhante a A, entdo J e J possuem os mesmos blocos de Jordan, com uma possivel
diferenga na ordem dos blocos.

O teorema acima, além de garantir uma decomposi¢do de qualquer matriz qua-
drada A na forma A = XJX !, também afirma que J ¢é tnica, a menos da ordem
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dos blocos. A partir daqui, duas formas de Jordan que diferem apenas pela ordem dos
blocos serdo consideradas “iguais”. Dessa maneira, toda matriz possui inica forma de
Jordan associada.

Teorema 5 Duas matrizes quadradas de mesmo tamanho A e B sdo semelhantes se,
e somente se, possuem a mesma forma candnica de Jordan.

Se J € a forma de Jordan de A entdo os elementos da diagonal principal de J sdo
os autovalores de A. Assim, cada autovalor de A estd associado a um certo ndmero de
blocos em J. Por outro lado, todo bloco de J estd associado a algum autovalor de A.

Proposicao 6 Sejam A uma matriz quadrada de ordemn e Ay, Aa, . .., A\, 0s autova-
lores de A com multiplicidades 11,72, . ..k, respectivamente (portanto r1 + o +
-+ 1, = n). Seja J aforma de Jordan de A. Denote por M}, M?, . .. ,MZZ os
blocos em J associados ao autovalor A; e seja dg a ordem do bloco MZJ . Denote por
d; o maior valor do conjunto {d},d?, ..., di }. Entdo:

3

(i) d} + d? 4 --- + d = 7y, para todo i, isto é, a soma das ordens de todos os
blocos associados ao autovalor \; coincide com a multiplicadade de \;;

(ii) O niimero mdximo de autovetores associados a \; linearmente independentes é
l;, ou seja, o niimero de blocos associados a \;;

(iii) O niimero mdximo de autovetores de A linearmente independentes é 11 + Iy +
-+ ly, ou seja, o niimero de blocos em J;

(iv) posto(A) = n — by, em que by representa o mimero de blocos de J associados
ao autovalor 0 (se 0 ndo é autovalor, entdo by = 0);

() (@) = (& = M) (2 = A"+ (@ = M)
i) pR(z) = (. — A1) (z — Ag)%2 - (z — Ag ).
O préximo resultado mostra que matrizes semelhantes possuem muita semelhanca!
Proposicao 7 Se A e B sdo duas matrizes semelhantes, entdo:
1. posto(A) = posto(B);
2. tr(A) = tr(B);
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3. Det(A) = Det(B);
4. A e B possuem os mesmos autovalores;
5. ph(x) = pg(2);

6. pi () = p(2).

Problemas Envolvendo Matrizes

Esta se¢@o contém uma selecdo de problemas olimpicos envolvendo matrizes. Re-
solveremos alguns deles e o restante ficard como desafio ao leitor. As siglas IMC,
OBM e OIMU que aparecem nos problemas se referem a Olimpiada Internacional de
Matematica para Estudantes Universitdrios, a Olimpfada Brasileira de Matemdtica e
a Olimpiada Iberoamericana de Matemadtica Universitdria, respectivamente. As so-
lugcdes dos problemas deixados como exercicio podem ser encontradas nos sites das
competicdes.

Problema 1 (IMC 1995) Seja X uma matriz quadrada ndo singular com colunas
X1,X2,...,Xn. Seja Y uma matriz com colunas Xs,Xs,...,Xn,0. Mostre que as
matrizes A=Y X' e B= XY tém posto n — 1 e que seus autovalores sdo todos
iguais a 0.

Solucdo: Notemos que as colunas de Y sdo combinagdes lineares das colunas de X
(neste caso, as combinagdes lineares sdo triviais). Sempre que isso ocorre, € possivel
encontrar uma matriz 7" tal que Y = XT'. E facil ver que, nesse caso,

00 -~ 00
10 - 00
r—|01 - 00
00 -~ 10

Como 7' é uma matriz triangular, entdo seus autovalores estdo na diagonal principal.
Logo, todos os autovalores de 7" sdo iguais a 0. Além disso, as n — 1 primeiras colunas
de T sdo LI e, portanto, posto(T) = n — 1 (note que a tltima coluna é nula). Por
fim, observemos que A = YX ! = XTX leque B= XY = X 'XT =T.
Assim, B = T tem as propriedades requeridas. Usando a proposi¢do 7 e o fato de
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A e T serem semelhantes, concluimos que os autovalores de A sdo todos nulos e que
posto(A) =n — 1.

Problema 2 (IMC 2003) Seja A uma matriz real n x n tal que 3A% = A? + A+
+1. Mostre que a sequéncia (Ak)kzl converge para uma matriz idempotente. (Uma
matriz B é dita idempotente se B> = B.)

Solugio: Pelo teorema 2, o polindmio minimal de A divide ¢(z) = 323 — 2% —x — 1.

Uma das raizes de g(z) é 1 e as outras duas sdo raizes complexas (conjugadas) de
moédulo menor que 1. Como todas as raizes de g(z) possuem multiplicidade 1, en-
tdo 0 mesmo vale para o polindmio minimal de A. Logo, pela proposi¢do 5, A é
diagonalizdvel e, portanto, A = XAX~!. Note que os possiveis valores na dia-
gonal de A sdo as raizes de q(x). Se 1 = 1, z e x3 sdo as raizes de ¢(z), en-
tdo limg_ oo :v’f =1, limy_, o x’2“ = 0 e limg_y 0 .’ng = 0 (pois z2 € x3 tém mo-
dulo menor que 1). Assim, P = limg_, o0 A* é uma matriz diagonal com 0’s e 1’s
na diagonal principal e, com isso, idempotente. Visto que A¥ = XA*X~!, en-
t30 limy_o0 A¥ = limp_oo XA*X 1 = XPX~'. Por fim, basta observar que
(XPX )2 =XPX'XPX'=XP?X1=XPXL

Problema 3 (IMC 2003) Sejam A e B matrizes reais nxn tais que AB+A+B = 0.
Mostre que AB = BA.

Solucdo: Observe que (A+1)(B+1) = AB+A+B+1=1.AssimA+ITeB+1
sdo inversas uma da outra. Logo, (B+1I)(A+1) = I e,comisso, BA+ B+ A=0.
Juntando tal igualdade com a igualdade do enunciado, obtemos o resultado requerido.

Problema 4 (OBM 2002, nivel universitario, 1* fase) Seja A a matriz real n x n

T rt+y - x
A= ) . .
T T e THY

Diga para que valores de x e y a matriz A é invertivel e calcule A™".

Solucdo: Claramente, se y = 0, A ndo € invertivel (pois terd posto, no maximo,
1). A soma das n linhas de A é o vetor (nx + y,nx + vy, ...,nx + y). Assim, se
nx +y = 0, as n linhas de A serdo LD e, por consequéncia, posto(4) < n — 1.
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Portanto, A ndo é invertivel se nx + y = 0. Exibiremos a inversa de A se y # 0
enx +y # 0. Observemos que A = zU + ylI, em que U é a matriz com todas
as entradas iguais a 1. Sempre que uma matriz B invertivel pode ser escrita como
um polindmio de uma matriz C, entéio a inversa de B também é um polindmio em
C. Em nosso caso, A € um polindmio na matriz U e, portanto, A~! também é um
polindmio em U. Visto que U*¥ = n*~1U, entdo todo polindmio em U pode ser
escrito como um polindmio de grau 1. Com isso, A~! é da forma aU + bI. Impondo
que [ = AA™! = (2U +yI)(aU +bI), obtemos b = % ea= y- Isto mostra

T
T y(naty
-1 _ 17 __ T
que A™" = y[ 7y(m+y)U.
Problema 5 (OBM 2008, nivel universitario, 22 fase) Prove que ndo existe uma ma-
triz real 7 X 7 com entradas néo negativas cujos autovalores (contando com multipli-

cidade) sdo: 6, —5, —5, 1, 1, 1 e 1.

Solucdo: Suponha, por contradi¢do, que exista uma matriz A, 7 x 7 com entradas ndo
negativas. Assim A* é uma matriz com entradas nio negativas para qualquer & > 1.
Em particular, tr(4*) > 0. Pelo teorema 3, os autovalores de A* sio 6%, (—5),
(=5)%, 1, 1, 1 e 1. Logo, tr(A¥) = 6F + (=5)F + (=5)* + 1+ 1+ 1+ 1 > 0, para

todo £ > 1. Tomando k£ = 3, obtemos uma contradicéo.

Problema 6 (OIMU 2005) Considere matrizes reais quadradas A, B e C de ordem
n tais que A> = —I, BA2 + BA = C% + C + I e C é simétrica. E possivel ter
n = 20057

Solucdo: Como A® = —1I, entdo o polindmio minimal de A divide q(x) = 3 + 1.
Em particular, todo autovalor de A deve ser uma raiz de ¢(z), as quais sdo 1 = —1,
To = H‘T\/‘;’l exrs = 1_7\/‘3” Afirmamos que —1 ndo € autovalor de A. De fato, supo-
nha por contadi¢do que exista x # 0 tal que

Ax = —x. Assim, (C® + C + I)x = (BA? + BA)x = Bx — Bx =0

isto é, 0 é autovalor de C% + C + I. Sabemos do teorema 3 que os autovalores de
C% + C + I sdo da forma A® + X\ + 1, em que ) é um autovalor de C. Visto que C é
simétrica, entdo seus autovalores sdo reais (proposi¢do 4). Portanto, os autovalores de
C% 4 C + I sdo da forma A% + XA + 1, com ) real. Com ferramentas basicas de célculo,
é possivel mostrar que ¢(z) = 2% + x + 1 > 0, para todo z € R. Logo, 0 ndo pode
ser um autovalor de C% + C + I, contradi¢do! Assim, os possiveis autovalores de A
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SA0 Ty = HT\/EZ exr3 = %@ Como A é real, tais autovalores aparecem aos pares,

mostrando que a dimensdo de A é par. Isto mostra que ndo podemos ter n = 2005.

Os préximos problemas ficam como exercicio!

Problema 7 IMC 1996) Sejam aq e d niimeros reais fixados. Para j = 0,1,...,n,
defina aj = ag + jd. Calcule Det(A), sendo

ago ay a2 te Gp

ai ao aq T Ap-—1
A= a2 ay ago o Ap—2

Ap  Ap—1 Ap—2 T ap

Problema 8 IMC 1994) (a) Seja A uma matrizn X n, n > 2, real, simétrica, in-
vertivel e com entradas positivas. Mostre que z, < n2 — 2n, sendo z,, 0 nimero
de entradas nulas em A~

(b) Quantas entradas nulas hd na inversa da matrizn X n

1111 1
122 2 2
121 1 1

A=|1 21 2 2 |7
12 1 2 |

Problema 9 (IMC 1997) Seja M uma matriz invertivel de ordem 2n, representada
na forma de blocos como

[A B . [E F
-l p]ew-l6q]

em que cada bloco possui ordem n. Mostre que Det( M )Det(H) = Det(A).

Problema 10 (IMC 1999) (a) Mostre que, para qualquer m € N*, existe uma ma-
trizreal A, m x m, tal que A3 = A+ I.
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(b) Mostre que Det(A) > 0 para toda matriz real A, m x m que satisfaz A> = A+ 1.

Problema 11 (IMC 2002) Calcule o determinante da matriz A = (a;;), n X n, em
que

%{ (=D, se i,

2, se i=7].

Problema 12 (IMC 2004) Sejam A uma matriz real 4 X 2 e B uma matriz real 2 x 4
tais que

1 0 -1 0
0 1 0 -1
AB = -1 0 1 0
0 -1 0 1

Encontre BA.

Problema 13 (IMC 2005) Seja A = (a;;) uma matriz n X n tal que a;; = i + j.
Encontre o posto de A.

Problema 14 (IMC 2009) Sejam A, B e C matrizes reais quadradas de mesmo ta-

manho e suponha que A seja invertivel. Mostre que se (A — B)C = BA™!, entdo
C(A-B)=A"1B.

Problema 15 (OBM 2001, nivel universitario, 12 fase) Seja A uma matriz n x n
com ay; = a;1 = 1 (para quaisquerie j, 1 <i,7 <n)ea;41 41 = ;5 + ajy1,;+
+a; jy1 (para quaisquerie j, 1 < 1,5 < n). Assim,

11 1 1
1 3 5 7
1 5

A= 3 25

—_
\]

Calcule Det(A).

Problema 16 (OBM 2003, nivel universitario, 1* fase) Sejam A e B matrizes reais,
n X n, invertiveis. Mostre que se vale a condi¢do (AB)* = A* B* para trés valores
inteiros consecutivos de k, entdo AB = BA.
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Problema 17 (OIMU 2004) Considere a matriz real quadrada S = (Sij) de ordem
n e entradas .
Sij = Z ki+j.
k=1

Calcule Det(S).
Referéncias

[1] Axler, Sheldon. Linear Algebra Done Right. Second Edition. Springer-Verlag,
1997.

[2]Meyer, Carl D.. Matrix Analysis and Applied Linear Algebra. Siam, 2000.

Revista da ORM/SC n° 8, 2011






Curiosidades







117

Quadrado de nimeros inteiros

O quadrado de um ntimero € um dos inteiros da sequéncia 1, 4, 9, 16, 25, etc.
Nio ¢ dificil verificar a relagdo entre os membros consecutivos desta sequéncia. Ve-
rificamos que se somarmos o quadrado de n , mais duas vezes n mais 1 , o préximo
quadrado sucessivo € obtido.

Porexemplo , 52 +2x5+1=254+10+1 = 36 = 62.

Sendo assim, se soubermos o valor de um determinado niimero ao quadrado, o qua-
drado do préximo numero € facilmente obtido.

A raz@o para tal fato se justifica da seguinte maneira: Note que o nimero seguinte ao
nimero n é o nimero (n + 1). Pela relagdo algébrica (a + b)? = a® + 2ab + b?,
concluimos que (n + 1)2 = n? 4+ 2n + 1.

73939133, um nimero primo curioso

O ntimero primo 73939133 tem uma propriedade muito curiosa. Se vocé remover
os algarismos do final, um a um, observe o que acontece:

73939133 é um nimero primo
7393913 é um niimero primo
739391 é um nimero primo
73939 € um niimero primo
7393 ¢ um nimero primo
739 € um nimero primo
73 € um nimero primo
7 € um nimero primo

Numeros simpaticos

Um ndmero n é dito simpatico se existem nimeros inteiros a, b e ¢, tais que
a <b<cen=a%+0b®>—c% Porexemplo: 3 éum nimero simpético, pois
3=42+4+6>-172

Invertendo e subtraindo

Se vocé subtrair de um nimero o nimero que se escreve como o primeiro, mas de
tras para frente, o resultado obtido serd sempre um mdltiplo de nove.
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1. Represente de trés formas diferentes o nimero 100 utilizando apenas uma vez
cada um dos algarismos de 1 a 9, na sua ordem natural (1, 2, 3,4,5,6,7,8,9)
e as operagdes de adi¢do, subtracdo, multiplicacdo e divisdo.

SOLUCAO : (apresentada pela Revista da ORM)

Respeitando as exigéncias do enunciado, o nimero 100 pode ser representado
ds seguintes maneiras:

1+2+3+4+5+6+7+8x9=100

123-45-67 + 89 =100
123 +45-67+8-9=100

2. Um casal de namorados combina de se encontrar no parque ao meio-dia. O
rapaz chega na hora marcada mas ela ndo aparece. Ele pensa: “Vou esperar até
meio-dia e meia. Se ela ndo aparecer, eu aguardo mais metade do tempo que
esperei anteriormente. Farei isso sucessivamente”. Supondo que sua namorada
nunca comparega, que horas o rapaz ird embora?

SOLUCAO : (Apresentada pelo proponente)
Seja t o tempo esperado pelo rapaz, em horas, e considere t{y = 0 o tempo
inicial de espera (meio-dia em ponto).

Como ele espera até meio-dia e meia, entdo escrevemos t1 = % paraindicar que
a primeira espera do rapaz foi de meia-hora. Em seguida ele espera metade do
t1 1

tempo que esperou anteriormente, ou seja, to = 5 =1

Neste instante, o tempo total esperado pelo rapaz foi de

t=to+ti+ta=0+1+1=2

Em geral, temos que

tr th_1 1

1= ==L = ==
k+1 ) 22 2k
Entdo o tempo esperado pelo rapaz foi de

1 1 1
t=to+t1+ta+...+tg1+...=0+-+-4+...+

571 ?-i-

Esta € a soma de uma progressdao geométrica de razao % e termo inicial igual a
zero, cujo resultado vale t = 1.

Revista da ORM/SC n° 8, 2011



122

Solugdes dos problemas propostos

Logo, o rapaz espera uma hora pela sua namorada. Como ele chegou ao meio-
dia e ela ndo compareceu, o rapaz foi embora a uma hora da tarde.

Seja ABC'D um quadrado de aresta igual a 1. O lado AD do quadrado é pro-
longado formando o segmento AE de modo que B, F' e E sejam colineares. Se
FE mede 1, quanto vale z?

SOLUCAO : (Apresentada pelo Professor Antdnio Vladimir Martins, do De-
partamento de Matemética a UFSC )

Temos que BE? = 12 + (1 + z)%
Dois angulos do AABC' sdo iguais a dois angulos do ADFE. Portanto estes
tridngulos sdo semelhantes. Dat,

1 T
1+(1+x)2 1l1+z

Elevando ao quadrado obtém-se z# + 223 + 22 — 2r — 1 = 0. Uma maneira
de resolver esta equacdo € fatord-la na forma (22 + ax + a)(z% + bz +b) = 0,
onde a e b sdo niimeros reais a serem determinados.

Assim temos z* + (a+b)x> + (a+ ab+b)x? 4 2abx + ab. Igualando os coefici-
entes, a+b = 2,a+ab+b = 1eab = —1. Dai concluimos que a e b sio raizes

2+4+4
%:1:‘:\&.

da equacdo 222z —1 = 0. Tais raizes sdo dadas por x =
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Sejama = 1+ V2eb=1—+/2. Asoluciozx > 0, do problema, deve satisfazer
2+ (1+vV2)r+(1+v2)=00uz®+ (1 —v2)x+(1—+2)=0.

As raizes destas equagdes sao

(1++2)+ —1—2\/5e
2

V2 —1+V-1+2V2
2

A tnica raiz real positiva é a segunda, aproximdamente, igual a 0, 8832, que ¢é
a resposta do problema.
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Convidamos o leitor a enviar solugdes dos problemas propostos e a sugerir no-
vos problemas para as proximas edicoes. As melhores solucoes serdo publicadas na
proxima edigcdo e os autores receberdo um exemplar da mesma (Veja “Informagoes
Gerais”).

1. (Proposto po Allysson Gomes Dutra, aluno do curso de Pos-Graduagdo em Ma-
temdtica da UFSC)

Com base na figura abaixo, encontre o comprimeto da circunferéncia que tan-
gencia o segmento A B em seu ponto médio M e tangencia a semicircunferéncia
da raio 1.

B

(o]

2. (Proposto pelo Professor Antonio Viadimir Martins, do Departamento de Ma-
temdtica da UFSC)
Trés nimeros naturais quadrados podem estar em Progressdo Aritmética (ex:
12,52 ¢ 72).
Prove que € impossivel achar quatro inteiros quadrados distintos em Progressao
Aritmética.

3. (Proposto pelo Professor Antonio Viadimir Martins, do Departamento de Ma-
temdtica da UFSC. Este problema é de autoria do Professor Waldir Quandt,
homenageado na Revista 7 da ORM)

Se a ¢ @Q, entdo sen(ax) + sen(x) ndo é periddica.

4. (Proposto pelo Professor Antonio Vladimir Martins, do Departamento de Ma-
temdtica da UFSC. Este problema é de autoria do Professor Waldir Quandt,
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homenageado na Revista 7 da ORM)

Achar um processo pritico de dobrar uma folha quadrada ABC'D de lado 1, a
partir do canto C, de modo a obter pontos X, Y e Z sobre a folha tais que A,
X e Y sejam colineares e o mesmo acontecendo para B, X e Z.

D C Z

A B A B

Veja também os artigos "Algebra Linear", na pagina 72, e "Critérios de Divisibili-
dade", na pagina 102.
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Premiados da ORM em outras olimpiadas

Anderson Nigreli - S6a Bento do Sul

Meng¢do Honrosa na XII Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina em
2009 (Nivel 2)

Mencao Honrosa na 5* Olimpiada Brasielira de Matemadtica das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 2)

Bruno da Silveira Dias - Florianépolis
Medalha de Ouro na XII Olimpiada Regional de Santa Catarina em 2009 (Nivel 1)
Medalha de Bronze na XXXI Olimpiada Brasileira de Matematica em 2009 (Nivel 1)

Bruno Leonardo Schneider - Sao José

Medalha de Bronze na I Olimpiada Regional de Matemadtica em 1998 (Nivel 1)
Medalha de Prata na II Olimp{ada Regional de Matemédtica em 1999 (Nivel 1)
Medalha de Bronze na XXI Olimpiada Brasileira de Matemética em 1999 (Nivel 1)
Mengao Honrosa na III Olimpiada Regional de Matematica em 2000 (Nivel 2)
Mencao Honrosa na IV Olimpiada Regional de Matematica em 2001 (Nivel 2)
Menc¢do Honrosa na V Olimpiada Regional de Matematica em 2002 (Nivel 3)
Medalha de Prata na VI Olimpiada Regional de Matematica em 2003 (Nivel 3)
Medalha de Prata na VII Olimpiada Regional de Matemadtica em 2004 (Nivel 3)

Bruno Nunes - Joinville

Mencio Honrosa na XII Olimpfada Regional de Matemética de Santa Catarina em
2009 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na 5% Olimpiada Brasielira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2009 (Nivel 1)

Caroline da Silveira - Joinville

Medalha de Bronze na XII Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2009 (Nivel 1)

Medalha de Ouro na 5* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 1)

Douglas Ohf - Joinville
Mencao Honrosa na XII Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
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2009 (Nivel 1)
Medalha de Ouro na 5* Olimpiada Brasileira de Matemdtica das Escolas Piblicas em
2009 (Nivel 1)

Eduardo Adelano Agostini Pasold - Timbé

Mencao Honrosa na XII Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2009 (Nivel 2)

Mencao Honrosa na 5* Olimpiada Brasileira de Matemaética das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 2)

Eduardo José Mendes - Biguacu

Mengio Honrosa na 1* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptblicas em
2005 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na 2* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
em 2006 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na 3? Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2007 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na XI Olimpiada Regional de Matematica em 2008 (Nivel 2)
Medalha de Bronze na 4* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publias em
2008 (Nivel 2)

Felipe Paupitz Schilichting - Floriandpolis

Medalha de Ouro na II Olimp{ada Regional de Matemadtica em 1999 (Nivel 1)
Mencgao Honrosa na XXI Olimpiada Brasileira de Matematica em 1999 (Nivel 1)
Medalha de Ouro na III Olimpiada Regional de Matematica em 2000 (Nivel 2)
Medalha de Ouro na IV Olimpiada Regional de Matemética em 2001 (Nivel 2)
Medalha de Bronze na XXIII Olimpiada Brasileira de Matematica em 2001 (Nivel 2)
Medalha de Ouro na V Olimpiada Regional de Matemdtica em 2002 (Nivel 3)
Medalha de Ouro na VI Olimpiada Regional de Matemética em 2003 (Nivel 3)
Medalha de ouro na VII Olimpiada Regional de Matematica em 2004 (Nivel 3)

Fernanda Momm Antunes - Joinville

Mencao Honrosa na XI Olimpiada Regional de Matematica em 2008 (Nivel 1)
Medalha de Prata na 4* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na 5* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2009 (Nivel 1)
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Gabriel Augusto Moreira - Joinville

Medalha de Bronze na XII Olimpiada Regional de Matemidtica de Santa Catarina em
2009 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na 5* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2009 (Nivel 2)

Giuliano Boava - Criciima

Medalha de Ouro na IT Olimpiada Regional de Matematica em 1999 (Nivel 3)
Mencao Honrosa na III Olimpiada Iberoamericana de Matematica Universitdria em
2000

Medalha de Bronze na XXIII Olimpiada Brasileira de Matematica Universitaria em
2001

Mencao Honrosa na IV Olimpiada Iberoamericana de Matematica Universitdria em
2001

Medalha de Prata na XXIV Olimpiada Brasileira de Matemdtica Universitdria em
2002

Mencao Honrosa na V Olimpiada Iberoamericana de Matematica Universitaria em
2002

Medalha de Bronze na XXV Olimpiada Brasileira de Matematica Universitiria em
2003

Mencao Honrosa na XX VI Olimpiada Brasileira de Matemdtica Universitdria em 2004

Guilherme Rohden Echelmeier - Itajai

Medalha de Prata na III Olimpiada Regional de Matematica em 2000 (Nivel 1)
Medalha de Ouro na XXII Olimpiada Brasileira de Matemadtica em 2000 (Nivel 1)
Medalha de Ouro na IV Olimpiada Regional de Matemadtica em 2001 (Nivel 2)
Medalha de Ouro na V Olimpiada Regional de Matemdtica em 2002 (Nivel 2)
Medalha de Prata na XXIV Olimpiada Brasileira de Matematica em 2002 (Nivel 2)
Medalha de Ouro na VI Olimpiada Regional de Matematica em 2003 (Nivel 3)
Medalha de Ouro na VII Olimpiada Regional de Matemadtica em 2004 (Nivel 3)
Medalha de Ouro na VIII Olimpiada Regional de Matematica em 2005 (Nivel 3)

Gustavo Lisb6a Empinotti - Florianopolis

Medalha de Prata na XXVII Olimp{iada Brasileira de Matematica em 2005 (Nivel 1)
Medalha de Ouro na IX Olimpiada Regional de Matematica em 2006 (Nivel 2)
Medalha de Prata na XX VIII Olimpiada Brasileira de Matematica em 2006 (Nivel 2)
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Medalha de Ouro na X Olimpiada Regional de Matematica em 2007 (Nivel 2)
Medalha de Bronze na XXIX Olimpiada Brasileira de Matemadtica em 2007 (Nivel 2)
Mencao Honrosa na 13* Olimpiada de Maio em 2007 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na XI Olimpiada Regional de Matematica em 2008 (Nivel 3)
Medalha de Bronze na XXX Olimpiada Brasileira de Matematica em 2008 (Nivel 3)
Medalha de Bronze na XIX Olmpiada de Matematica do Cone Sul em 2008 - Temuco,
Chile

Medalha de Prata na XXXI Olimpiada Brasileira de Matematica em 2009 (Nivel 3)
Medalha de Bronze na LI Olimpiada Internacional de Matemética em 2010

Medalha de Bronze na III Romanian Master in Mathematics em 2010

Medalha de Bronze na Asian Pacific Mathematics Olympiad em 2010

Medalha de Prata na 25 Olimpiada Iberoamericana de Matemadtica em 2010 - Assun-
¢ao, Paraguai

Hanna Kurihara e Silva - Florianépolis

Medalha de Bronze na II Olimpiada Regional de Matemadtica em 1999 (Nivel 1)
Mengao Honrosa na III Olimpiada Regional de Matematica em 2000 (Nivel 1)
Mencao Honrosa na XXII Olimpiada Brasileira de Matematica em 2000 (Nivel 1)
Medalha de Bronze na IV Olimpiada Regional de Matemadtica em 2001 (Nivel 2)
Medalha de Ouro na V Olimpiada Regional de Matematica em 2002 (Nivel 2)
Mencao Honrosa na VI Olimpiada Regional de Matematica em 2003 (Nivel 3)

Helena Carolina Rengel Koch - Jaragua do Sul

Mengdo Honrosa na 2* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publias em
2006 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na 3% Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Piblias em
2007 (Nivel 2)

Mencao Honrosa na XI Olimpiada Regional de Matematica em 2008 (Nivel 2)
Medalha de Bronze na 4* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publias em
2008 (Nivel 2)

Ivani Ivanova Ivanova - Blumenau

Medalha de Bronze na XII Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2009 (Nivel 3)

Medalha de Ouro na 5* Olimpiada Brasileira de Matemdtica das Escolas Piblicas em
2009 (Nivel 3)
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Janine Garcia - Sdo Francisco do Sul

Mencao Honrosa na XII Olimpfada Regional de Matemética de Santa Catarina em
2009 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na V Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Ptblicas em
2009 (Nivel 2)

Jodo Marcos Carnieletto Nicolodi - Florianopolis

Medalha de Bronze na X Olimpiada Regional de Matematica em 2007 (Nivel 1)
Medalha de Bronze na XXIX Olimp{ada Brasileira de Matemética em 2007 (Nivel 1)
Medalha de Ouro na XI Olimpiada Regional de Matematica em 2008 (Nivel 1)
Medalha de Bronze na XXX Olimpiada Brasileira de Matematica em 2008 (Nivel 1)

Karina Livramento dos Santos - Navegantes

Medalha de Ouro na 4* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Piiblias em
2008 (Nivel 1)

Medalha de Prata na XII Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2009 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na 5% Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Piblias em
2009 (Nivel 2)

Laiane Freitas Suzart - Joinville

Medalha de Bronze na XII Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2009 (Nivel 2)

Mengdo Honrosa na 5* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 2)

Leandro Augusto Lichtenfelz - Blumenau

Medalha de Ouro na VI Olimpiada Regional de Matematica em 2003 (Nivel 3)
Medalha de Bronze na XXX Olimpiada Brasileira de Matemética Universitdria em
2008

Medalha de Prata (Second Prize) na X VI Internacional Mathematical Competition for
University Students em 2009 - Budapeste, Hungria

Leandro Jun Kimura - Joinville

Mengdo Honrosa na XI Olimpiada Regional de Matemética em 2008 (Nivel 1)
Medalha de Prata na 4* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 1)
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Mencao Honrosa na 5* Olimpiada Brasileira de Matemaética das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 2)

Leandro Roza Livramento - Florianépolis

Mengdo Honrosa na XII Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2009 (Nivel 3)

Medalha de Bronze na 5% Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2009 (Nivel 3)

Leonardo Gongalves Fischer - Fraiburgo

Medalha de Bronze na XXVII Olimpiada Brasileira de Matematica em 2005 (Nivel 1)
Medalha de Prata na IX Olimpiada Regional de Matematica em 2006 (Nivel 2)
Mencao Honrosa na 12* Olimpiada de Maio em 2006 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na X Olimpiada Regional de Matemética em 2007 (Nivel 2)

Leonard Henrrik Wodtke - Joinville

Mencdo Honrosa na XII Olimpfada Regional de Matemética de Santa Catarina em
2009 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na 5% Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2009 (Nivel 2)

Lucas Bruno Barbosa Sandoval - Florianépolis

Medalha de Ouro na 1* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2005 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na IX Olimpiada Regional de Matematica em 2006 (Nivel 3)

Lucas Lolli Savi - Floriandpolis

Medalha de Ouro na III Olimpiada Regional de Matematica em 2000 (Nivel 2)
Mencao Honrosa na XXII Olimpiada Brasileira de Matemédtica em 2000 (Nivel 2)
Medalha de Bronze na V Olimpiada Regional de Matematica em 2002 (Nivel 3)

Natan Cardozo Leal - Sao Bento do Sul

Medalha de Ouro na VII Olimpiada Regional de Matemadtica em 2004 (Nivel 1)
Medalha de Ouro na VIII Olimpiada Regional de Matemadtica em 2005 (Nivel 2)
Mengdo Honrosa na IX Olimpiada Regional de Matemdtica em 2006 (Nivel 2)
Medalha de Ouro na 2* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Piblias em
2006 (Nivel 2)
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Mencgdo Honrosa na X Olimpiada Regional de Matematica em 2007 (Nivel 3)
Medalha de Prata na 3* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Piiblias em
2007 (Nivel 3)

Medalha de Prata na Olimpiada Brasileira de Astronomia e Astrondutica (Nivel 3)
Medalha de Prata na 4* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Piblias em
2008 (Nivel 3)

Medalha de Prata na 5* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Ptiblias em
2009 (Nivel 3)

Nicole Braga de Medeiros Nicolak - Joinville

Medalha de Bronze na XII Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2009 (Nivel 2)

Mencao Honrosa na 5* Olimpiada Brasielira de Matemadtica das Escolas Ptiblicas em
2009 (Nivel 2)

Renan Henrique Finder - Joinville

Medalha de Ouro na V Olimpiada Regional de Matemdtica em 2002 (Nivel 1)
Medalha de Prata na VII Olimpiada Regional de Matemadtica em 2004 (Nivel 1)
Medalha de Prata na XX VI Olimpiada Brasileira de Matematica em 2004 (Nivel 1)
Medalha de Ouro na VIII Olimpiada Regional de Matematica em 2005 (Nivel 2)
Menc¢ao Honrosa na XXVII Olimpiada Brasileira de Matematica em 2005 (Nivel 2)
Medalha de Ouro na IX Olimpiada Regional de Matemadtica em 2006 (Nivel 2)
Medalha de Ouro na XXVIII Olimpiada Brasileira de Matemética em 2006 (Nivel 2)
Medalha de Bronze na 12? Olimpiada de Maio em 2006 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na XVIII Olimpiada de Matematica do Cone sul em 2007 - Uruguai
Medalha de Prata na 23* Olimpiada Iberoamericana de Matemaética em 2008 - Brasil
Medalha de Prata na 49 Olimpiada Internacional de Matematica em 2008 - Madri,
Espanha

Medalha de Prata na 50* Olimpiada Internacional de Matematica em 2009 - Bremen,
Alemanha

Medalha de Prata na 24* Olimp{ada Iberoamericana de Matemética em 2009 - Santi-
ago de Querétaro, México

Medalha de Ouro na XXXI Olimpiada Brasileira de Matemadtica em 2009 (Nivel 3)

Shadi Bavar - Blumenau
Medalha de Prata na XII Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina em
2009 (Nivel 1)
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Medalha de Bronze na XXXI Olimpiada Brasileira de Matematica em 2009 (Nivel 1)

Tiago Madeira - Itajai

Medalha de Ouro na V Olimpiada Regional de Matematica em 2002 (Nivel 1)
Mencao Honrosa na XXIV Olimpiada Brasileira de Matematica em 2002 (Nivel 1)
Medalha de Bronze na VI Olimpiada Regional de Matematica em 2003 (Nivel 2)
Medalha de Bronze na 9* Olimpiada de Maio em 2003 (Nivel 1)

Medalha de Ouro na VII Olimpiada Regional de Matemadtica em 2004 (Nivel 2)
Mengdo Honrosa na VIII Olimpiada Regional de Matemédtica em 2005 (Nivel 3)
Medalha de Bronze na 11?* Olimpiada de Maio em 2005 (Nivel 2)

Vitor Costa Fabris - Criciima

Mengao Honrosa na VI Olimpiada Regional de Matemdtica em 2003 (Nivel 1)
Medalha de Ouro na VII Olimpiada Regional de Matemadtica em 2004 (Nivel 1)
Mencgao Honrosa na XX VI Olimpiada Brasileira de Matematica em 2004 (Nivel 1)
Mencao Honrosa na VIII Olimpiada Regional de Matemadtica em 2005 (Nivel 2)
Medalha de Prata na IX Olimpiada Regional de Matemadtica em 2006 (Nivel 2)
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Envio de Problemas e Soluc¢oes

A sec¢do de problemas propostos e solugdes ¢ uma se¢do dindmica. Contribua
propondo problemas ou enviando-nos suas solugdes de qualquer problema proposto.
Os problemas ndo devem exigir, de preferéncia, conteidos de matematica de nivel
universitario, porém, podem ter solugdes alternativas usando estes contetidos.

Envio de Artigos

Professores do ensino fundamental e médio, professores universitarios, bem como
alunos de graduacdo e pds-graduacdo estdo convidados a enviar seus artigos para a
revista.

Artigos submetidos para publicacdo serdo analisados pela comissao editorial. Os
artigos devem abordar os temas de forma clara e ndo eminentemente técnica e ndo
devem necessitar, como pré-requisitos, conhecimentos de matematica de nivel univer-
sitdrio.

Nao hd exigéncia de um editor de texto em particular mas, caso o autor conheca e
utilize o IKTEX, entdo o artigo poderd ser submetido neste formato.

Cadastramento

Diretores, coordenadores e professores de matemdtica que desejarem que seus
alunos participem das olimpifadas (OBM e ORM) devem cadastrar suas escolas. O ca-
dastramento para a OBM e ORM ¢ feito somente no site da OBM (www.obm.org.br).
Escolas ja cadastradas em anos anteriores deverdo confirmar a cada novo ano a sua
inscricdo. Para o cadastramento serd necessario o cddigo do Inep da escola. Existe
um periodo para cadastramento ou confirma¢do. Consulte o site da OBM. No site ndo
aparece a op¢do para cadastramento na ORM. As escolas cadastradas para a OBM es-
tardo automaticamente cadastradas para a ORM. No cadastramento deve ser indicado
o nome do coordenador regional (José Luiz Rosas Pinho ou Licio Hernanes Bezerra).

Alunos interessados em participar das olimpiadas devem solicitar a seus professo-
res de matemadtica que cadastrem a escola. Lembramos que as olimpiadas de matema-
tica sdo feitas para os alunos, ndo sendo uma competic@o entre escolas. Assim sendo,
espera-se que as escolas estimulem seus alunos a participar e que, no minimo, apoiem
aqueles alunos que assim o desejarem.
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Como adquirir a revista

Esta revista estd sendo distribuida gratuitamente a diversas escolas do estado de
Santa Catarina (um exemplar por escola). Escolas que ndo receberem a revista podem
solicitar o envio da mesma.

Além disso, a revista é enviada as universidades federais brasileiras (um exemplar
por IES), por intermédio da Biblioteca Universitdria da UFSC.

Fale Conosco

Entre em contato conosco para esclarecer suas didvidas, dar sugestdes ou fazer
correcOes por:
— Nosso site: www.orm.mtm.ufsc.br
— Telefone/Fax: (48) 37216809 (PET - Matematica)
— e-mail: orm@pet.mtm.ufsc.br
— Enderego: PET - Matematica
Departamento de Matematica - CFM
UFSC - Universidade Federal de Santa Catarina
Campus Universitdrio - Trindade
88040-900 — Florianépolis/SC
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