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Apresenta@o

Este nimero desta revista foi inteiramente financiado@srde um auxilio para
Olimpiadas Regionais de Matematica pelo Conselho Natide Desenvolvimento
Cientifico e Tecnolbgico (CNPq), e lancado em dezembraG8 na cerimbnia de
premiacao da XI ORM.

Os projetoDlimpiada Regional de Mateatica de Santa Catarin@ORM) e Re-
vista da ORMsao totalmente idealizados, organizados e executados pelsistas
do Programa de Educacao Tutorial (PET/SESuU/MEC) Matiemmda UFSC, com o
apoio da Prb-Reitoria de Ensino e Graduacao, por batsii extensao, com bolsas do
Departamento de Projetos de Extensao (DPE) da Pro-ReitePesquisa e Extensao
(PRPE), por alunos voluntarios do Curso de Matematicapme a participa¢ao de
cinco professores do Departamento de Matematica da UE8A9 sido apresentado
na ? Semana de Ensino, Pesquisa e Extensao (SEPEX) da UFSZadeam out-
ubro de 2008. Cabe ressaltar que esses projetos recebearuainidhportante apoio
da Pro-Reitoria para Assuntos Estudantis (PRAE) e do G@rCiéncias Fisicas e
Matematicas (CFM) desta Universidade.

Neste nimero discutimos as solu¢des das prova¥ @impada Regional de
Matenética Santa Cataringrealizada em 2007. Quatro artigos sao aqui apresentados:
um do professor Jodo Luiz Martins, do Departamento de Matieenda Universidade
Federal de Ouro Preto, conjuntamente com a graduanda do Geifglatematica da
UFSC, Helena Martins, outro do professor Licio HernanesBez do Departamento
de Matematica da UFSC, e dois artigos dos graduandos PaaaB Boff e Viviam
Giacomelli Pedroso, do Curso de Matematica da UFSC. Al&sod fazemos um
breve relato do Il Encontro da ORM, realizado no dia 26 del aler 2008, com a
presenca de professores de varias escolas particigan@RM.

A Revista da ORM tem sido enviada anualmente para mais des@0las, publicas
e particulares, do estado de Santa Catarina e a divers&stdathls de universidades
do pais.

Continuaremos a distribuir gratuitamente a revista a tedasscolas interessadas
nas olimpiadas de matematica com o objetivo de divulgaRM@ a Olimpiada
Brasileira de Matematica (OBM).

Florianbpolis, 6 de dezembro de 2008.

José Luiz Rosas Pinho
Coordenador da Olimpiada Regional de Matematica de Eatt@ina

Revista da ORM/SC%6, 2009
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X ORM (2007)







Prova Nivel 1

1.

Vovo Isabel passa seus dias fazendo tricd e cuidandewdgato Bonfio. Ela
fez dois presentes para cada um de seus netos: uma blusa ehenalaVovo
comprou35 novelos, cada um pesand® gramas e medindo 106 metros. Cada
blusa gasta sete novelos e meio, e cada cachecol gasta deissnie meio.
Vovb comecou o trabalho e, depois de fazer duas blusaspliés que o gato
Bonfio havia estragado 53 metros de |a de um novelo e esanditios 60
gramas de la. Mesmo assim VovO conseguiu terminar os qese, com a
sobra de 120 gramas fez uma touca para Bonfio e um xale. Queettisstem

a Vovb?

. Considere a sequéncia 1, 2, 3, 4,, 500, dos niUmeros naturais de 1 a 500.

Usando apenas adi¢Oes e subtracdes, & possivelrapdos os niimeros da
seqiiéncia de modo a dar resultado zero? E para a seqilei2¢i3, 4, . ., 500,
501, 5027 Explique por que.

. 2007 moedas sao distribuidas para 11 pessoas sentadaselo, da seguinte

forma: a primeira recebe uma moeda, a segunda recebe dudasnaderceira
recebe uma moeda, a quarta recebe duas moedas,] até gue recebe uma
moeda. A distribuicao continua com a primeira pessoaendo duas moedas,
a segunda, uma moeda, e assim por diante, até que as moedabam. Em
gual pessoa terminou a distribuicao? Quantas moedagesadaa recebeu?

Se o resto da divisao do nUmerb (a € o0 algarismo das dezena$ & o al-
garismo das unidades) por sete & quatro, e o resto daadsaumerda (b

€ o0 algarismo das dezenas @ 0 algarismo das unidades) por sete também &
quatro, quais podem ser 0os numetids ba?

Um nimero de quatro algarismos & chamado uma nUmeie- que-perfeito

se satisfaz as condi¢des:

(1) nenhum de seus algarismos & zero.

(2) os dois primeiros algarismos e os dois Ultimos algasssio quadrados
perfeitos quando considerados como nimeros de dois syasi

(3) a soma de todos os algarismos do himero & um quadraeditger

Quantos nUmerosais-que-perfeito existem? Algum deles &€ um quadrado
perfeito?

Revista da ORM/SC%6, 2009



10 X ORM (2007)

Prova Nivel 2
1

. Lo . 1 1
1. Encontre dois nUmeros inteirose n tais que— — — = ——.
m n 2007

2. ABCD & um quadrado de lado

a) Mostre que o quadrilaterBQRS da figura &€ um
quadrado.

b) SejaM o ponto médio do segmenf®S e r a reta
que passa pat/, e & perpendicular BS.

Considereg a medida do lado do quadrade@ RS.

Calculea, b,c = PN ed = NB.

3. Considere a sequéncia em que o primeiro termo é iguabaegundo termo &
igual a2, e cada termo de ordem impar & igual ao triplo do anteri@ofdem
impar) menod, e cada termo de ordem par & igual ao dobro do anterior (de
ordem par) maig:

Tr1 = 1

o = 2
.253:3-1‘1—1:3-1—1:2
Ty =2-20+1=2-241=5
.255:3-1‘3—1:3'2—1:5
re=2-24+1=2-5+1=11
rr=3-25—1=3-5—-1=14

Determine o termag7, OU Seja, 0 termo que ocupa a posigio’ da sequéncia.

4. Determine a soma de todos os nimeros de quatro algaristiosos formados
com os algarismog, 2, 3 e 4.

5. Quais sao os nimeros de dois algarismos que saoveigigiela soma de seus
algarismos?

Revista da ORM/SC%6, 2009
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Prova Nivel 3

1.

. Em um quadradodBCD, de ladoAB = I,

Seja uma funcag, definida no conjunto dos nUmeros racionais positivose Bdt

quef(1) =T7ef(z- f(y) = [(f(y)), calculef(2007).

inscreve-se um quarto de circul com centro
em A. Na regiao delimitada pelos ladéx” e
CD e pela circunferéncia d@; inscreve-se um
circulo C>. Na regiao delimitada pelos lados
BC, CD e pela circunferéncia dé, inscreve-
se um outro circul@’s, e assim por diante (veja
figura). Calcule a area do circul@, assim
construido, em funcao do ladalo quadrado. A

. A sequéncia de Farey & uma sequiéncia de fra¢cde=Demir construida com as

seguintes etapas:

0 1
N

0 1 1
@71 3 71

0 1 1 2 1
@- - - = =

) °

1 4 3 5 2 5 3 4 1
e assim por diante, sempre tomando duas fracdes vizighgse inserindo-
q s
se entre elas a fragé%?. Mostre que em qualquer etapa da construgcao da
q S

sequéncia de Farey quaisquer duas fra¢oes viziihas- satisfazenps—qr =
q S
—1.

Revista da ORM/SC%6, 2009



12 X ORM (2007)

N c
4. O quadradoABCD tem lado1 e a distémciaAPD -
(veja figura) & igual a% Calcule o lado do triangulo
equilateroPM N inscrito no quadrado. Seria possivel
outra configuracao para os vértidese NV (por exemplo, M
M emAB e N em(CD)? Explique. p
A B

5. Mostre que a soma de todos 0s nimeros de nove algarisstiosadi, formados
somente com algarismos de9 &€ um mdaltiplo del11.111.111.

Revista da ORM/SC%6, 2009
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Gabarito Nivel 1

1. Vovd comprou 35 novelos para fazer uma blusa e um cacpacalcada neto.
Cada blusa gasta 5 novelos e cada cachecol gagtd novelos. Cada novelo
tem 40 gramas e 106 metros. Vovo ja fez duas blusas, oujggjastour, 5 +
7,5 = 15 novelos. O gato Bonfio estragou 53 metros de 13, que comesno
a meio novelo, e escondeu 60 gramas de |a, que correspondenmavelo e
meio. Assim, temos dois novelos que nao podem ser usadomsla@nda que
vovod fez uma touca para o gato Bonfio e um xale, gastando ¥0ay de 13,
ou seja, trés novelos. Entao, restain- 15 — 2 — 3 = 15 novelos.

Como cada presente & formado por uma blusa e um cachect¢émgs duas
blusas prontas, devemos fazer mais 2 cachecois gastans® mavelos de |a.
Portanto, sobram aind&; — 5 = 10 novelos de |14 que dao para fazer mais uma
blusa e mais um cachecol. Logo, vovo tem trés netos.

2. Tomando os algarismos 1, 2, 3, ..., 500, temos um nimerdeaparcelas.
Além disso, somando

14+500=2+499 =3+498 = --- =250+ 251

teremos um nimero par de somas iguais.

Entao,

(14 500) — (2 + 499) + (3 +498) — - - - + (249 + 252) — (250 4 251) = 0

Agora, considerando os nimeros 1, 2, 3, ..., 500, 501, 50B&m ha um
namero par de parcelas, mas somando

14502 =2+501=34500="---=250+4 253 = 251 + 252

teremos um nimero impar de somas iguais a 503, que é.iFgraando a soma
de todos os nimeros de 1 a 502 & um numero impar. Assimpodemos

operar todos os niimeros de forma a resultar zero, ja queeagusitiva deveria
ser igual a parte negativa desta soma, o que daria, somegid® ds nimeros,
um namero par.

3. Adistribuicao apbs duas rodadas € a seguinte:

Revista da ORM/SC%6, 2009
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X ORM (2007)

1% pessoa= 1 + 2 moedas
2% pessoa= 2 + 1 moedas
3¢ pessoa= 1 + 2 moedas
4% pessoa= 2 + 1 moedas
5% pessoa= 1 + 2 moedas
6 pessoa= 2 + 1 moedas
7¢ pessoa= 1 + 2 moedas
8¢ pessoa= 2 + 1 moedas
9 pessoa= 1 + 2 moedas
10 pessoa= 2 + 1 moedas
11 pessoa= 1 + 2 moedas

A cada duas rodadas o0 nimero de moedas & igual para todos.

2 rodada =3 moedas por pessoa
4% rodada =6 moedas por pessoa
6 rodada =9 moedas por pessoa

E assim por diante.
Entdo podemos notar que, para cada pessoa,

Rodad&® - 1 — 3 - 1 moedas
Rodad& - 2 — 3 - 2 moedas
Rodad& - 3 — 3 - 3 moedas

E assim sucessivamente. Desta maneira o total (Papessoas) de moedas
sera:

Rodada2 -1 —- 11 x3-1=33
Rodada2 -2 — 11 x 3-2 = 66
Rodada2 -3 — 11 x3-3 =99

Seguindo dessa maneira até a Rodadéd — 11 x 3 - 60 = 1980 moedas.
Apbs120 rodadas, cada pessoa receb&umoedas e sobra2Y moedas. Entao
2007 = 33 x 60 + 27. Agora vamos distribuir a87 moedas restantes entre as

Revista da ORM/SC%6, 2009
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11 pessoas:

P 1 2 3 4 5) 6 7
R121 1 2 1 2 1 2 1
R122 2 1 2 1 2 1 2

TM 183 183 183 183 183 183 183|182 181 182 181

onde P se refere a pessoa, R12118 & rodada, R122 & 822° rodada e TM &
o total de moedas.

Logo, a distribuicao terminou ri& pessoa. Da* a7¢, todos receberans3
moedas. A8“ e al0“ receberam 82 moedas e &“ e all“ receberam 81
moedas.

. Podemos escreveb e ba da seguinte forma:

ab=10a+b="7q; +4
ba =10b+a="Tq +4

Tomemos os miltiplos deque, quando somados catpresultam em niimeros
de 2 algarismos. Vamos entao inverter a posicao dessessatyzs e dividir o
novo namero por 7, se o resto da divisao for 4, 0 nUmerceseaso contrario
nao.

714+4=11|11=71+4 serve!
72+4=18 |81 =7.114+4 serve!
73+4=25|52="77+3
74+4=32|23=73+2
75+4=39|93="7.13+2
76+4=46 |64=79+1
77+4=5335=75+0
7.8 44 =060
794+4=67|76=710+6
7104+4=74 | 47=76+5
7114+4=81|18=72+4 serve!
712+4=88|88="7.12+4 serve!
713+4=95|59=78+3

Os nimeros sabl, 18, 81 e 88.

Revista da ORM/SC%6, 2009



X ORM (2007)

5. Os quadrados perfeitos com dois algarismos $8®5, 36, 49, 64, 81. Vamos
fazer entao as combinag¢des dos nimeros anterioresddtmis) e ver quais as
somas dos algarismos dos que darao quadrados perfeitos.

16 | 25 somald
16 | 36 somal6 serve!
16 | 49 soma20
16 | 64 somal7
16 | 81 somal6 serve!
16 | 16 somald

Os numeros que obedecem as condi¢des do problema s, 3616, 1681,

8116.
25|25 somal4d

25 | 36 somal6 serve!
25149 soma20
25|64 somal7
25 | 81 somal6 serve!

Os numeros que obedecem as condi¢des do problema s&6,; 225, 2581,

8125.
36 | 36 somal8

36 | 49 soma22
36 | 64 somal9
36 | 81 somal8

Nao conseguimos formar nimeros de acordo com as caglddproblema.

49 | 49 soma26
49 | 64 soma23
49 | 81 soma22

Também ndo conseguimos formar nUmeros.

64 | 64 soma20
64 | 81 somal9

Novamente nao conseguimos formar nUmeros.

81 | 81 somal8
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Também nao podemos formar nimeros.

Entdo os nUmeromais-que-perfeito sdo: 1636, 3616, 1681, 8116, 2536, 3625,
2581, 8125. Assim temao$ nUmerosmais-que-perfeito, sendo que 1681 &
quadrado perfeito.

Revista da ORM/SC%6, 2009



18 X ORM (2007)

Gabarito Nivel 2

1. Vamos resolver o problema parae n positivos
Primeiramente, encontramos 0 minimo mdltiplo comum{c) entre os de-
nominadores das fragdes que estao no membro esquergoalddde abaixo:

1

2007

S|

1
m

Nesse caso, vamos assumir queac € o produto dos denominadores, ou seja
m.n, COM iSSO obtemos a igualdade:

n—m 1
mn 2007

Note que o nUmerd007 & fatorado coma? - 223, e assim:

n—m 1
mn  32.223

Analisando a equac¢ao acima, podemos ver que nao é&/pbsatontraim en
tais quemn = 32-223en —m = 1.

~ ~ 1 . : .
Entdo, a fragaom deve estar na forma reduzida, ou seja seu denomina-

dor e numerador foram divididos ao mesmo tempo por um nuimef® mul-
tiplicarmos a fracao pok, ela estara novamente em sua forma inicial e assim
podemos encontrar valores inteiros par& n. Fazendo isso, temos:

1 k
n  32.223-k

1
m

Existem algumas possibilidades pat@n, uma delas assumindo= 32-223-k
em = 3-223-k. Resolvemos entao a subtragdo acima utilizando deakaes
param en:

Revista da ORM/SC%6, 2009
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1 1 B k
3.223.k 32.223.-k 32.223-k
3-1 _ k
32.223-k  32.223.k
E = 2.

Substituindo o valor encontrado parabtemos: = 4014 em = 1338.

Note que esses sdo0 0s menonésneros inteiros positivos que satisfazem a
equacao, poi8 & o menor valor inteiro positivo possivel para k.

. @) Os triangulo\ APS, ADSR e ACRQ sdo congruentes po = D =
C = 90° e os lados que formam esses angulos sao congruentes @hstel
congruéncia de triangulos). R R R

Entaio PS = SR = RQ. Além disso,PSA = SRD = RQC e, como
APS =DSR =CRQ, e

PSA + APS SRD + DSR RQC + CRQ = 90° temos que

PSA+ DSR = SRD + CRQ =90°, e portantcPSR SRQ = 90°.

Logo, PSRQ & um quadrado.

(A rigor teremos que os trianguldsPS R e AQ.S R sao triangulos retangulos
isosceles congruentes. Segue-se dai W& P = ARPQ, e daiPQ =

PS = SR = R(Q. Além disso PQR QPS = 90°, e portanto PQRS &
um quadrado.)

) 25
b) SePS = SR = RQ + QP = 3 entaoa? + b? = =
25
e, comoa + b = 1teremosl = (a + b)? = a® + b? + 2ab = at 2ab.
2
Segue-se queb = 8513

. . o 28 - p
Dai, a e b satisfazem a equacao @dgrauz? — x + — = 0, 0 que nao nos da
valores reais! Portanto o problema nao tem solucao caadss apresentados.
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20 X ORM (2007)

3. Note que os termos impares s6 dependem de outros temmpases, isto &,
podemos fazer uma nova sequéncia apenas usando os tempaoe$ da seguinte

forma:
Yy = 1
Y2 = I3
Yys = Ts
Ya = 7
Y1004 = 2007

O enunciado ja fornece os valoresxe 3, x5... Logo basta substituirmos na
nossa nova sequéncia:

x1:y1:1
r3 =Yz =3z — 1
x5 =y3 = 3wz — 1

Tz =1ys =3r5—1

T2007 = Y1004 = 3T2005 — 1

Substituindo os valores da sequéngjgor seus respectivos valores na sequéncia

Yn-
l‘lzyl:l
3—1
13:y2:3y171:3y1f7
9 9 321
Ts=y3 =3y2 —1=33By1 — 1) =1 =3y —4 =3%y; — 5
2 3 3 3 -1
1‘7:y4:3y3—1:3(3y1—4)—1:3y1—13:3y1— B
) 31003 _ 1
12007:yl()o4:3y2003*1:3100‘3% - T
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31003 4 1
2

. Fixando o digitd na casa da unidade, teremos seis nimeros:

Logo, z2007 =

2341, 2431, 4321, 4231, 3421, 3241

O mesmo ocorrera se fixarmos cada um dos outros trés sligissa casa.
Somando somente os algarismos da casa das unidades olsteremo

6x1+6x24+6x3+6x4=6(1+2+3+4)=6x10

Para as casas da dezena, centena e unidade de milhar @comesmo. Note
que no numerabed (algarismosa, b, ¢ e d), o algarismoa vale a - 103, 0
algarismab valeb - 102, o algarisma: valec- 10! e o algarismal, como vimos,
valed - 10°.

Ou seja, 0 nUmerabed € igual a:
103a + 10%b + 10c + d

Temos que a soma procurada sera dada por:

103-(6x10)+102-(6x 10)4+10-(6x 10)+1-(6x 10) = 60(103+1024+10+1) =
60 x 1111 = 66660

. Sejaab um nimero de dois algarismos. Entdo esse nimero & dadOpe- b,
ondea,be N, 0<a<9e0<b<0.
Queremos que:

10a + b = k(a +b)

(10 —k)a=b(k—1)
Observe qué: > 1 e, portanto a equacao esta na ordem certa. Adsimk <
10,k € Z.
Entao, coma e b sao algarismos, temos:

Sek =2teremoVa=b—a=1,b=8 — 18
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X ORM (2007)

Sek =3teremosia =2b=—=a=2,b=7 — 27

a=1,b=2—12
a:27b:4—>24
Sek = 4teremoga = 3b = a=3b=6— 36
a=4,b=8 — 48

Sek =5teremoHa =4b—a=4,b=5 — 45

Sek =6teremosta =5b=—a=5,b=4 — 54

a=2b=1—21

a=4,b=2— 42
Sek = 7teremos3a = 60 — a=6b=3— 63

a=8b=4—84
Sek =8teremoRa =T =—=a=T7,b=2 — 72

Sek =9teremosi =8 =—=a=8,b=1— 81

a=1—10
a=2—20
a=3— 30
a=4— 40
Sek =10teremod =0=—={ a=5— 50
a=6— 60
a=7—170
a=8— 80
a=9— 90

Portanto sa@3 nimeros:18, 27, 12, 24, 36, 48, 45, 54, 21, 42, 63, 84, 72, 81,

10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80 e 90.
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Gabarito Nivel 3

1. Vamos primeiramente tomgr= 1, entao:

flx- (1) == f(f(1))
= f(Tz) =z f(7), VreQi

1
Tomando agora = - obtemos:

F(7-%)=%£(7)
=7=f(1)=1f(7)
= f(7) =49

Fazendo agora = 2% obtemos:

7. 2007 _ 2007 £(7
£ 7_)&07.7 f(_) :
f£(2007) = = 49 =2007-7

Portantof (2007) = 14049.

2.
Vamos calcular, inicialmente, o raio da circun-
ferénciaCs, ao qual chamaremos d&,. Observe
que o raioR; da circunferénci&’; & igual ao lado
D N _c do quadraddd BC D, ou seja,R; = I. Aléem disso,
G < g—M  0s centros das circunferéncias, Cs, . . ., C, estao
X : sobre a diagonalC.
Seja0; o centro de’s e P o ponto de tangéncia de
{ Cq eCs. Entao:
AP =R, =1,AC =1\/2,POs = Ry €
A B 05C = Ryv/2,

pois O, e C' sao vértices opostos de um quadrado
O>,MCN de ladoRs.
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Assim:

Ry = PO,

Ry, = AC— AP —05C

Ry = =1V2—-1-RyV2
R2+R2\/§ = WV2-1

Ry(V2+1) = I(vV2-1)
V2=

e = N

Ry = 1(vV2-1)?

Lembrando que?; = I, podemos escreveét, = R;(v/2 — 1)2.

Para calcularmoR3 procedemos de forma analoga, considerando agora o quadrad
O2MCN de ladoR, obtendo assim:

Ry = Ro(v2 - 12 =1(v2-1)*

Assim, temos:

R =1
Ry = 1(vV2-1)?
Ry = 1(vV2-1)*
Note que os raios das circunferénaias Cs, . . . , C,, formam uma progressao

geométrica de raz&a/2 — 1)2. Usando a formula do termo geral da P.G. para
calcularR,, obtemos:

R, = Ri((vV2-1)’)""
R, = I(vV2-1)""2paraC,.

Segue-se que a argg, deC,, €:
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An _ 7Tl2(\/§ _ 1)4n74

3. Sejamg e duas fracBes vizinhas quaisquer da sequéncia da Famgg S
q S
ps - gr =x. Por definicdo, sabemos que na proxima etapa a fragd@sfara

r ; r r - r
entreg e— serap + . Note que, Séz < -, entaog <pt+rgt+s<-—.
q s S q s q S

pptrr

. g q+s's o
Se fizermos o produto dos meios menos o produtos dos extrexrea primeira
e a segunda fracdes e depois para a segunda e terceiraygbtem

Dai teremos: ..

plg+s) —q(p+r)=pg+ps—qp—qr=ps-qr=x

s(p+r)—r(g+s)=ps+rs—qr—sr=ps-qr=x
Observe que na proxima etapa obteremos a sequéncia

p 2p+r p+r p+2r r

572q+5’q+5’q+2575

e quando fizermos o produto dos meios menos o produto dosrodrpara
cada par de fragdes consecutivas, o resultado sera spspgr = X, ou seja,
podemos perceber que esta diferenca depende apenas déiaddas iniciais.

Como a sequéncia de Farey inicia com as fra@loesi, temos que
x=0-(-1)-1=-1

Observaéo: A rigor, o fato de que, em qualquer etapa de sua constrosao,
termos da sequéncia de Farey estdo ordenados, da esqaeadadireita, em
ordem crescente, deve ser demonstrado por inducao.

4. Suponhamos que exista de fato um triangulo equilateRo\/ N inscrito no
guadrado. Embora o desenho sugira a inclinagao do Radoem relacado ao
lado AB do quadrado, nao sabemos se esta € a posicao real miguioa De
qualquer forma, admitiremos que o triangdld M N tenha vérticél no lado
BC e o vérticeN no ladoC D do quadrado.

Seja@ o ponto médio do lad@ M do triangulo, e sej&@ R perpendicular ao
ladoC D do quadrado, con® emC D (ver figura).
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Vejamos inicialmente qu& nao pode sefV pois, caso contrariol’ M seria

. PM
paralelo aC'D e teriamosQ R = 2\/?_’ = ? Por outro lado@QR =
17 7T V3, .49 3

1—-AP=1—-=-.Mas- > — (pois,— > - < 49 > 48). Logo,R &

» 5 = g Masg > 5 (pois > g 49 > 48). Log
distinto deN.

N R Considere agoraS perpendicular ao lada3C do
D LR c

qguadrado, cony em BC'. Sejax a distancia do ponto
@ ao ladoAB do quadrado © o ponto que intercepta
PS ao proIongarmoﬁ%Q EntaoM PS = NQR pois
RQM PQO = PMS e comoRQM + RQN =
90° e PMS + SPM = 90° segue queM PS =
NQR Segue-se que 0s trlangulos retangula® PS

e ANQR sao semelhantes, e dai:

W

PM _ PS
QN RQ’
ou
1
V3 11—z
2
(I € o lado do triangulo)
1 .
Segue-seque =1 — ? (note quer = 1— ? > §)’ e portanto a inclinagao

de PM na figura esta correta.
ComoAPQO é semelhante ad PM S, temos que

M !
A5 L s (o)
]
xr — — _
8 2
Logo,
1 V3 o1 7
MS 2< >2<17§>Z\/§
Entao,
2
12M52+P52,0ul2<£\/§> +1:11_1§L¥,
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Dai,
Z =

\/113 — 56v/3.

Outra configuracao nao é possivel, poidéestivesse eml B:

RNy

. . . 1
(@) N nao poderia estar efBC, pois para que isso acontecestkl < 3

(note queN esta na mediatriz dBM) e, neste casd; M seria menor que
a distancia de” ao ladoBC.

D C

P

A e B

(b) SeN permanecesse e@iD entdo, no caso limitrofe em quéd fosseB,
teriamos apos calcul&@N, quePN > PM e, paraPM < PB teriamos
PN maior ainda.

Portanto s6 ha uma configuracdo possivel para o wiargpm P dado tal que

ap=1
8

. Existem9! nUmeros de nove algarismos distintos formados apenadgasisa
mos del ao.

Fixemos o digitol na casa da unidade. Permutando os outros oito algarismos
temos8! nimeros dessa forma. Analogamente, para cada ca¥and@neros
em o digito 1 aparece na casa fixada.

Em uma casa estabelecida, para cada algarismiadeemoss! nimeros. Ou
seja, a soma dos algarismos, de todos 0s niimeros, que oonpEMesma casa
e

8- (1+24+3+4+5+6+7+8+9)=8!-45

Observando que um nameabdcde f ghi de 9 algarismos pode ser escrito da
forma

a-10° +b-10"4+¢-10°+d-10°+e-10* + f - 10>+ ¢g- 10>+ h- 10+ -1
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podemos concluir que a soma de todos os nmeros &
8!-45-10% +8!1-45-107 48! - 45105 + 8! - 45-10° 4 8! - 45 - 10*+

+8!-45-10° +8!-45-10* 4+ 8!-45- 10+ 8! - 45 - 1
= 81-45-(10%+10"+10°+10°+10*+10%+10%+10+1) = 8!-45-111111111

Portanto, a soma dos nimeros de nove algarismos distiotosflos apenas
por algarismos dé a9 & um multiplo del11111111.
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Premiados

(em ordem alfabética por nivel e por medalha)

Nivel 1

Ouro

e Pedro Lufiego da Luz (Colégio Cenecista José Elias Mdreira

o Rafael de Melo Boerger (Escola Municipal Governador Pedoddampos)
Prata

e Aluizio Cidral Junior (Colégio Cenecista José Elias M@k

Bruno Toshio Ogava (Colégio Cenecista José Elias Moreira

George Lodygensky (Colégio Energia - Jureré)

Lucas M. Michels (E. M. Governador Pedro Ivo Campos)
Bronze

Isabella Giusti Hernandes (Centro Educacional Meninos)esu

Gabriela Marques De Almeida (Centro Educacional Meninas)kes

Leonardo Caldeira Fagundes (Escola Dinamica)

Nicolas Fernandez Leitao (Escola Vivéncia)

Nicole Braga De Medeiros Nicolak (E. M. P. Anna Maria Harger)
e Paulo Vinicius Lisboa Girardi (Colégio Catarinense)
¢ Vinicius Wiggers (Escola Municipal Professora Anna Mai&arger)
Menc&do Honrosa
¢ Amanda Tasca Petroski (Colégio Alpha Objetivo)
e Ana Paula Alves Da Silva (Centro Educacional SATC)
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Bianca Paola Frattini (Cefrai - Centro Educacional Frajoir
Camila Passos De Souza (Colégio Alpha Objetivo)

Camila Slongo Gonzalez (Educandario Imaculada Conogic™
Gustavo Somavilla Nunes (Colégio Superacao)

Igor M. M. Cruz (Colégio Cruz e Souza)

Josiane Bueno Gress (Colégio Da Lagoa)

Julia Ceccon Ortolan (Colégio De Aplicagao UFSC)

Leonardo Abreu Ramlow (Sistema de Ensino Energia - Santordia Im-
peratriz)

Luana Andreia Monje (E. M. Professora Anna Maria Harger)
Luiz Gustavo de Oliveira (Sociedade Educacional Pos)ville
Matheus Maciel Tavares (Colégio Alpha Objetivo)

Miryan Yumi Sakamoto (Colégio da Lagoa)

Natan Votre (Centro Educacional SATC)

Nivel 2

Ouro

Prata

Gustavo Lisbda Empinotti (Escola Dinamica)

Aline Amorin Graf (Colégio Cenecista Sao José)
Guilherme Vitor Wendhausen Rothbarth (Colégio Tupy)
Kaio Gabriel da Silveira Rosa (Colégio Alpha Objetivo)

Marcei Fernandes da Rosa Pereira (Colégio dos Santos)Anjos
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Marina Demaria Venancio (Colégio Catarinense)

Bronze

Jean Carlos Lamin (E. M. E. F. Maria Nilda Salai Stahelin)
Jéssica Goedert Pereira (Colégio Catarinense)
Leonardo Gongalves Fischer (Centro Educacional Fraijurg

Lucas Pereira Zarbato Colégio (Bom Jesus Coracao ds)Jesu

Menc&do Honrosa

Analiz Hintemann Garcia (Colégio Dom Jaime Camara)
Beatriz Anselmo Pereira (Colégio Dehon)

Chaiene de Conto de Oliveira (Centro Educacional Meninos)es
Elisa Cordeiro Nauck (Centro Educacional Menino Jesus)
Gabriel Luiz Weihermann Woeltje (Sociedade Educacionahfle)
Letticia Carina Novicki (Centro Educacional Fraiburgo)

Lucas Eda (Colégio Cenecista José Elias Moreira)

Lucas Tadeu Kriiger Poffo (Sociedade Educacional Paajvill
Maria Alice dos Santos Duz (Colégio Murialdo)

Matheus Domingos da Silva e Silva (Colégio Catarinense)
Nathélia Pereira (Colégio de Aplicagao Univali)

Philipe Muller (Centro Educacional Fraiburgo)

Sacha Orberg Temer (Escola Sarapiqua)

Tania Kelvia Barros de Castro (E.M. Presidente CastelbfnBo)
Thiago Zanivan Felisberto (Centro Educacional SATC)

Tiago Luiz Tambosi (Colégio Catarinense)
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Nivel 3
Ouro

e André Ginklings Froes da Cruz (CEFET - Florianbpolis)
Prata

e Giuliana Sardi Venter (Barao do Rio Branco)

e Lenon Schmitz (Madre Francisca Lampel)

¢ Luiz Renato Tomelin (Colégio Catarinense)

e Marcélo Adriano Nunes Filho (Colégio Cenecista Sa@yos’

Tiago Madeira (Salesiano Itajai)

Bronze

Caio Andrezzo (Senai - Jaragua do Sul)

Cintya Kazue Sakamoto (CEFET - Florian6polis)

Danilo Nunes do Carmo (Colégio Aplicacao UFSC)

Evaldo Pereira de Carvalho Neto (Colégio Tupy)
e Samuel da Silva Lunardi (Colégio Dehon)
e Wagner Daufenbach do Amaral (Colégio Sao Bento)
Menc&do Honrosa
e Adriano Oliveira Pires (E. E. B. Profissional Professoralfd€abral Varejao)

e André Akio Saito do Nascimento (Colégio Sao Bento)

Angelo Teixeira Rodrigues (Colégio Sao Bento)

Eduardo Machado Capaverde (Energia - Florianopolis)

Filipe Eduardo Moecke (Escola Autonomia)

Revista da ORM/SC%6, 2009



Premiados

33

¢ Heloisa Helena Rodrigues (Colégio Dom Jaime Camara)
e Leonardo de Bortoli (Colégio Catarinense)

e Natan Cardozo Leal (E. E. M. Professor Robreto Grant)

e Nivaldo Stankiewicz JUnior (Sociedade Educacional Ribesjv
e Olav Philipp Henschel (Sociesc)

e Philippi Farias Rachadel (Educandario Imaculada Cqacgic

e Renato Augusto Conte (Cefrai)
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Escolas Participantes

Alcuino Gongalo Vieira (Anita GaribaldiyAssociacao Beneficente da Industria
Carbonifera de Santa Catarina- SATC (Criciun)m Jesus Corac¢ao de Jesus (Flo-
rianopolis); CAIC - Professor Desembargador Francisco José Rodrigudivsira
(Joinville); CEDUP - Renato Ramos da Silva (LageSEJA - Centro de Educacao de
Jovens e Adultos (Criciimagentro de Educacao do Municipio de Mafra - CEMMA
(Mafra); Centro de Educacao e Tecnologia de Tubarao (Tubat&sijtro de Educacao
Profissional Renato Ramos da Silva (Lag€9ntro de Educacdo Tangaraense (Tan-
gara);Centro Educacional Canguru (Jaragua do S08ntro Educacional Fraiburgo
Ltda (Fraiburgo)Centro Educacional Gotas do Conhecimento (Se&w@ntro Educa-
cional Jardim Zanellato (Sao Jos€gntro Educacional Menino Jesus (Florianopolis);
Centro Educacional Potencial (Campos Nov@gntro Educacional Proffessora Maria
de Lourdes Couto Cabral (Navegant&ntro Educacional Universo do Saber (Mar-
avilha); Centro Federal de Educagao Tecnologica de Santa Catgfiaaanopo-
lis); CETISA - Centro Educacional Timb6 SA (Timbofolégio Alpha Objetivo
(Sao José)Colégio Ana Luiza (Porto Belo)XZolégio Bom Jesus Diocesano (Lages);
Colégio Catarinense (Florian6polisolégio Cenecista Sao José (Rio Negrinho);
Colégio Criativo (Florianbpolis)Colégio Cristo Rei (Icara)Colégio Cruz e Sousa
(Lages); Colégio da Lagoa (Floriandpolis)Colégio de Aplicagdo da UFSC (Flo-
rianopolis); Colégio de Ensino Médio Univille (Sdo Bento do Su@plégio dom
Jaime Camara (Sao Jos&plégio dos Santos Anjos (Joinvillef;olégio Energia -
Balneario Camboriu (Balneario Cambori@plégio Estimoarte Ltda. (Florianbpolis);
Colégio Global (Sao Bento do Sulolégio Global (Sao Bento do SulLolégio
Madre Francisca Lampel (Gaspa©plégio Murialdo (Ararangua)Colégio Policial
Militar Feliciano Nunes Pires (Florianépolis}plegio Rogacionista Pio Xl (CriciUma);
Colégio Salesiano Itajai (Itajai)golégio Sao Bento (Criciuma)Colégio Sao José
(Itajai); Colégio Sinodal Ruy Barbosa (Rio do Suffolégio Superacgao (Videira);
Colégio Tendéncia (Florianopolisgolégio Tradicdo (Floriandpolisyolégio Trans-
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formacao (Floriandpolisfolégio Tupy - SOCIESC (Joinvilleolégio Tupy (Sao
Bento do Sul)Colégio Universitario (Gaspagplégio Visao (Sao Jos&pnjunto Ed-
ucacional Dr. Blumenau (Pomerodg);B. Basileu José da Silva (Imbitubg);B.
M. Ana Lucia Hiendlmayer (Indaialg. B. M. Anita Bernardes Ganancini (Cam-
borit)E. B. M. Annemarie Techetin (Blumena#);B. M. Deputado Joaquim Ramos
(Imbituba)E. B. M. Diogo Alves da Silva (Chapec®); B. M. Doutor Rogério Zattar
(Sao Francisco do SuB; B. M. Elizabetha Andreazzo Pavan (ConcordiaB. M.
Emilio Engel (Sao Bento do Sulfj; B. M. Gal Lucio Esteves (Blumenai); B. M.
José Vanderlei Mayer (Imbitub&); B. M. Lucinira Melo Rebelo (Camburi(g; B. M.
Luiz Candido da Luz (Florianopolid}; B. M. Majorca (Sao Francisco do Si#);B.
M. Melvin Jones (Concordid, B. M. Padre Germano Brandt (Guabirula)B. M.
Rio do Pinho (Canoinhadj; B. M. Waldemar da Costa (Sao Francisco do &ulB.
Padre Dr. Itamar Luis da Costa (Imbitulia)B. Padre José de Anchieta (Itaj&i);
E. B. Adolfo Antonio Cabral (Picarrag); E. B. Alexandre Guilherme Figueredo
(Picarrase. E. B. Almirante Boiteux (Araquarif. E. B. Aloysius Back (Forquil-
hinha)E. E. B. Anita Garibaldi (Itapemd. E. B. Antdnio Gonzaga (Porto Uniag);
E. B. Antdnio Milanez Netto (Criciumég. E. B. Barao de Antonia (Mafrd}; E. B.
Bom Pastor (Chapecd); E. B. Campos Verdes (Jaguarufa)E. B. Celestino José
do Nascimento (Ouro Verd&),; E. B. Conselheiro Mafra (Joinville;, E. B. Coronel
Lara Ribas (Chapecd; E. B. Costa Carneiro (OrleanE);E. B. Deputado Augusto
Bresola (VargemE. E. B. Dom Gregodrio Warmeling (Balneério Barra do SEI)E.

B. Dom Jaime de Barros Camera (Florianopdis)E. B. Doutor Frederico Rolla
(Atalanta)E. E. B. Doutor Serafin Enoss Bertaso (Nova ltaberdébd}; B. E. M. B.
Edmundo da Luz Pinto (CuritibanoE);E. B. Edith Gama Ramos (Florianbpoli);
E. B. Emb. Edmundo da Luz Pinto (Curitiban@S)E. B. Emilio Garastazu Médici
(Campo ErékE. E. B. Eremeta Souza (Ararangug)E. B. Esther Crema Marmen-
tini (Videira);E. E. B. Euclides da Cunha (Jaragua do &ulE. B. Francisco Ma-
ciel Bageston (Paialg. E. B. Francisco Molgero (Jacinto Machad®)E. B. Frei
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Crespim (Ourok. E. B. General Osvaldo pinto da Veiga (Capivari de BaioE.
B. Governador Aderbal Ramos da Silva (TubarBoE. B. Hélio Lentz Puerta (Bom
JesuskE. E. B. Hercilio Deeke (Blumenauwg; E. B. Heriberto Hulse (lbiant. E.
B. Holando Marcellino Gongalves (Jaragua do SIlE. B. Inspetor Eurico Rauen
(Videira)E. E. B. Irai Zilio (Joacabak. E. B. Irma Maria Teresa (Palhoch);E.
B. Irmao Joaquim (lbicaréfk. E. B. Jodo Colin (Joinvilleg. E. B. Joao Winck-
ler (Xanxer@)E. E. B. José Antunes Mattos (Orleats)E. B. José Cesario Brasil
(Celso Ramosk. E. B. José do Patrocinio (Siderbpolis);E. B. La Salle (Serra
Alta);E. E. B. M. Aurora Péterle (Sideropoli§); E. B. Manoel Cruz Sdo Joaquim
(Sao JoaquimE. E. B. Manoel Henrique de Assis (Penlta)E. B. Marechal Bor-
mann (Chapec@,. E. B. Nilo Pecanha (Porto Unia&); E. B. Normelio Cunha (Som-
brio);E. E. B. Orestes Guimaraes (Sao Bento do &ulE. B. Padre Antdnio Trivel-
lin (Painel)E. E. B. Padre Antdnio Trivilin (Laged,. E. B. Padre Antdnio Vieira
(lpuacu)E. E. B. Pedro Américo (Agrolandid; E. B. Porto do Rio Tavares (Flo-
rianopolis)E. E. B. Presidente Prudente de Morais (Pomerd&dd}; B. Professor
Geni Comel (Chapec@; E. B. Professor José Duarte Magalhaes (Jaragua d&Sul);
E. B. Professor José Rodrigues Lopes (Garop&b&); B. Professora Adelina Regis
(Videira)E. E. B. Professora Dilma Grimes Evaristo (Santa CecHliaff. B. Profes-
sora Gertrudes Benta Costa (Joinville)E. B. Professora Luiza Santin (Chape&d);
E. B. Rocha Pombo (Sao JoaquiE)E. B. Roland Harold Dornbusch (Jaragua do
Sul)E. E. B. Santa Rita (Sao Miguel do OesE)E. B. Santos Anjos (Rio das An-
tas)E. E. B. Sao Caetano (Xanxerg);E. B. Sao Luiz (Uniao do Oest&); E. B.
Sete de Setembro&guas Friask. E. B. Silva Jardim (Alfredo WagneBg; E. B.
Tenente Ary Rauen (Mafrd; E. B. Vargem dos Bugres (Leoberto LeBl)E. B.
Vereadora Ruth Nbobrega Martinez (Sao Francisco do SuB; B. Victor Hering
(Blumenau)E. E. B. Vidal Ramos Junior (Concordi&); E. B. Visconde de Cairu
(Lages)E. E. B. Vitorio Barigo (Morro da Fumacag, E. B. Willy Hering (Rio do
Sul)iE. E. Doutor Jorge Lacerda (Joinvill&); E. F. Alberto Pretti (Brusque}; E.

Revista da ORM/SC%6, 2009



Escolas Participantes 37

F. Angelo Dognini (Brusquef. E. F. Angelo Dognini (Brusqueg; E. F. Bento Eloi
Garcia (Itapemak. E. F. Clara Donner (Timbdg. E. F. Cristo Rei (Sao Jos&);E. F.
Doutor Carlos Moritz (Brusqueg; E. F. Freya Hoffmann Wettengel (Concordi)E.

F. Marechal Rondon (Cricimd; E. F. Monsenhor Sebastido Scarzello (Joinvitte);
E. F. Padre Bruno Linden (MassaranduBa)e. F. Padre Hermenegildo Bortolato
(Rio das AntasE. E. F. Padre Luiz Gonzaga Steiner (BrusgheE. F. Po¢o Fundo
(Brusque)E. E. F. Prefeita Erna Heidrich (Tai®; E. F. Professor Emir Ropelato
(Timbd)E. E. F. Professor Emir Ropelato (TimbB)E. F. Professor José Vieira Corte
(Brusque)E. E. F. Professora Augusta Knorring (Brusqie)e. F. Professora Isaura
Gouvéa Gevaerd (BrusquE);E. F. Rio Branco (Brusqudg; E. F. Sede Figueira
(ChapecOE. E. F. Senador Rodrigo Lobo (Joinvill&);E. F. Toldo Velho (Ipuagul.

E. F. Visconde de Taundy; E. M. Alberto Bauer (Jaragua do SH);E. M. Pro-
fessora Daci Frake Wellg; E. M. Sao Francisco (Guaruja do SH)E. M. Victor
Meirelles (Itajai)E. M. Anaburgo (Joinville)e. M. de Ed. Infantil e Ens. Fundamental
Filho do Mineiro.(Criciuma). M. Deputado Lauro Carneiro de Loyola (JoinvilEe);
M. E. B. Dom Daniel Hostin (Lages}, M. E. B. Padre Germano (Guabirulda);
M. E. B. Valentin Bernardi (Ita. M. E. F. Adolfo Back (CriciumaE. M. E. F.
Albano Kanzler (Jaragua do Su); M. E. F. Atayde Machado Dadi (Jaragua do
Sul)E. M. E. F. Educar (Itapemd; M. E. F. Maria Nllda Salai Stahelin (Jaragua
do Sul)E. M. E. F. Max Schubert (Jaragua do SHI)M. E. F. Professora Clotildes
Maria Martins Lalau (Cricimal. M. E. F. Ricieri Marcatto (Jaragua do Si);M.

E. F. Waldemar Schmitz (Jaragua do Stl)M. Erwin Prade (TimboE. M. Gover-
nador Pedro lvo Campos (Joinville);M. Joao Costa (Joinvillefs. M. Monteiro Lo-
bato (Picarraslg. M. Mulde Baixa (Indaial}e. M. Padre Martinho Stein (Timbd@g;
M. Padre Martinho Stein (Timb&}, M. Pauline Parucker (Joinvilld}; M. Presi-
dente Castello Branco (Joinvill®; M. Presidente Médici (Balneario Camborit);
M. Primeiro Grau Santa Terezinha (Faxinal dos Gue#e$), Professor Edgar Mon-
teiro Castanheira (Joinville}; M. Professora Ada Santanna Da Silveira (Joinvilte);
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M. Professora Anna Maria Harger (JoinvillE);M. Professora Eladir Skibinski (Joinvill&);
M. Professora Zuma do Rosaro Miranda (Joinvilie)yl. Tereza Migliorini (Faxinal

dos GuedesE. M. Tiroleses (TimboE. M. Vereador Curt Alvino Monich (Joinville.

M. Viver e Conhecer (Capinzah;B. Morretes Il (PalhocalEducandario Imaculada
Conceicao (Florianbpolidiscola Agrotécnica Federal de Concordia (ConcorBsgola
Agrotécnica Federal de Sombrio (Santa Rosa doBsitpla Autonomia (Floriandpoligscola
Dinamica (FlorianopolisgEscola Eugénio Pozzo (Concordiascola Sarapiqua (Flo-
rianopolis)Escola Técnica de Comércio de Tubarao (TubaEsgpla Técnica do
Vale do Itajai (Blumenaufgscola Vivéncia (Floriandpoliggscola Zenildo Carbonera
(Marema)Exathum Curso e Colégio (Joinvill&ndacao Bradesco (Lagun@)E.M.
Professora Clotilde Ramos Chaves (Cambo@@a)nius - Ensino Fundamental (Videidadstitut
Maria Auxiliadora ( Rio do Sull;iceu Caterinense de Ensino (Balnea- rio Cam-
borit)N. E. M. Avelino Alves Triches (Palmitos). E. M. Jodo Pedro Alberti (Bela
Vista do Toldo)N. E. M. Joao Pedro Alberti (Bela Vista do ToldN);E. M. Juliana
Tomporoski Krull (Bela Vista do ToldolN. E. Presidente Adolfo Konder (Irinebpolis);
Raul Pompéia (Campo Er&ENAI - Centro de Tecnologia em Eletroeletrdnica de
Jaragua do Sul (Jaragua do SHENAI de Itajai (Itajai)SENAI de Joinville (Joinville)SENAI
de Lages (LagesJistema de Ensino Energia - Jureré (Floriandpdisjema de En-

sino Energia (Floriandpolisfistema de Ensino Energia (Santo Amaro da Impera-
triz);Sociedade Educacional Posiville (Joinvill8yciedade Educacional Verde Vale
Ltda (Blumenau)Jnidade Sao Bento do Sul - KUMON (S&o Bento do Sul);
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[Il Encontro de Professores da Olimpada Regional de
Matematica de Santa Catarina

Claudia Dal Pont RocRaEdson Valmorbidg José Luiz Rosas Pinfo

No dia 26 de abril de 2008 ocorreu na UFS@lIcEncontro de Professores da
Olimpiada Regional de Mateatica de Santa CatarinaEm 10 anos de Olimpiada
Regional (ORM) realizamos somente dois Encontros, e jaga fiecessario um ter-
ceiro.

Os objetivos desse evento foram: divulgar, informar e disos varios aspetos
das Olimpiadas de Matematica (ORM, OBM e OBMEP), promowantato entre os
professores das escolas e a Comissao das Olimpiadas 1@(pffessores e alunos
do Curso de Matematica - bolsistas do PET Matematicajdbatsde extensao e vol-
untarios), apresentar palestras de contetdo maten{dtretamente ou nao ligados a
problemas olimpicos) e discutir problemas olimpicos.

O Il Encontro realizou-se conforme a seguinte a progré&mac

8:00- Recepcao

9:00 - Mesa Redonda: Exposi¢cao dos objetivos das Olimpiadddatematica, da
estrutura da ORM, da importancia da atuacao dos prafessodiretores das escolas
e dos treinamentos, dividas e esclarecimentos.

10:00- Café

10:30- Minicurso: Uma Introducao a Teoria dos Jogos - Gradoamdateus Teixeira
e Viviam Giacomelli Pedroso

12:00/14:00- Intervalo para Almoco (a cargo do participante)

14:00/14:55 Minicurso: Uma Introducao a Teoria dos Jogos

15:00/15:55- Palestra - Conjecturas que Trazem Fermat a Historiach@mado As-
teroide Santana

15:55/16:20- Café

16:20/18:00- Oficina de Problemas Olimpicos com os professores da samie-
gional das Olimpiadas de Matematica.

LAluna com bolsa permanéncia
2Bolsista de extensao
3Coordenador da ORM

Revista da ORM/SC%6, 2009



42 Evento

Participaram davlesa Redond@&s seguintes professores do projeto: José Luiz
Rosas Pinho (Coordenador da ORM), Carmem Suzane Comitrer@anCoorde-
nadora do Curso de Matematica da UFSC) e Eliézer Batiéia, dos professores das
escolas. Nesta Mesa Redonda foram expostos os objetivoREMaeCOBM, o pro-
cesso de treinamento dos estudantes das escolas, asdistamdmento, os proced-
imentos de cadastramento e os procedimentos de envio tiEriedao procedimento
de correcao das provas e a cerimdnia de premiacao.

O minicurso versou sobre o terfiaoria de JogasA Teoria de Jogos é uma teoria
gue estuda situacdes de conflito. Ela pode ser vista commoma da Matematica
Aplicada que estuda situacdes estratégicas em quedgogmescolhem diferentes
acOes na tentativa de melhorara seu ganho. A escolham¢ég# do jogador de-
pende tanto das suas opg¢des quanto das opcdes degiatidd’seu adversario. No
minicurso foi apresentada a historia dessa teoria, dasa@isgem em 1713 com
James Waldegrave, até os tempos atuais (século XX), msgor grandes nomes
como John Nash, prémio Nobel de Economia. Foi estudada ucopta matemética
dessa teoria e suas aplicacdes, que podem referir-s@kesijpgos de entretenimento
ou a aspectos significativos da vida em sociedade como, por@g, jogo de pdquer,
leilao, sistema de votagao, analise do senso comumlegémde animais.

A palestraConjecturas que trazem Fermatistoria constou de uma abordagem
histérica, os primos de Fermat, o pequeno teorema de Fesipahto de Fermat, uma
classificacao dos primos por Fermat, e o (ltimo teorenfeetmat.

Na Oficina de Problemaoi distribuida uma lista de nove problemas olimpicos
para serem discutidos em sala. Houve uma breve interougesta oficina em que o
coordenador convidou o professor Licio Hernanes Bezeoardenador da OBMEP,
para falar dessa olimpiada.

Participaram 82 professores de diversas escolas, p&l#digarticulares, do es-
tado de Santa Catarina. Um certificado de participacaerfobiegue aos professores
presentes.

Uma critica feita, a posteriori, foi que o Encontro podégiase dedicado mais a
parte da Oficina, com a discussao sobre tipos de problermpiobs e métodos de
resolucao e apresentacao aos estudantes das eseblastida foi recebida e anotada
e, para o proximo Encontro, que devera ser realizado e, 28/eremos dar uma
atencao maior a esses pontos.
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Por que compomos nisica com apenas 12 notas
musicais?

Licio Hernanes Bezerra

Departamento de Matematica - UFSC
Florianbpolis - SC

Por que compomos niisica com apenas 12 notas musi-
cais?

Filbsofos gregos, na época de Pitagoras, consideravauirseca como parte da
matematica. Pitagoras percebeu que, ao se vibrar uma estidada, sequéncias de
ondas se formam. Comecando com a corda formando uma s @sdgiiéncia de
ondas seguinte & formada por duas ondas de menor alturduagezes mais rapida;
a seqiiéncia seguinte & formada por trés ondas de mdnoa glie a da seqiiéncia
anterior, mas trés vezes mais rapida que a primeira ofitirsoe, assim, por diante.
Os primeiros modos de oscilacdo de uma corda vibrandapsdevistos na figura 1.

Os gregos logo perceberam que as ondas da segunda seqigsszam por pontos
gue dividem a corda em duas partes iguais, as da terceiw@&rsgg, em pontos que
a dividem em trés partes iguais e, assim, sucessivamemtea cBrda for longa o
bastante, estes pontos e as ondas sao visiveis. Todadssssarsobrepdem, ao mesmo
tempo, gerando um desenho complexo. Isso pode ser visiakra um violao que
tem trastes, que sao aquelas divisBes transversais eo thoaviolao. O12° traste
divide as seis cordas do violao pela metade. Se pousarvermémte o dedo médio
na corda mais grossa sobre esse traste e dedilharmos aaorttig solitaria maior &
abafada e podemos ver, claramente, a sequéncia de dussviiniindo.

Definimos que drequénciade um movimento periddico &€ o nimero de ciclos
(aquilo que se repete) do movimento por segundo. Por exem@lprimeiro modo
temos que a corda fez 1/2 ciclo no mesmo tempo que no segurdivareorda fez 1
ciclo. Se chamarmos a freqiiéncia do primeiro modg ¢(eefrequéncidundamental
do movimento oscilatorio), a frequiéncia do segundo maag; do terceiro,3f e,
assim, por diante. Chamamostdertz (abreviadamente, Hz) & unidade de frequéncia
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correspondente a 1/(1 segundo).

Um movimento oscilatorio, como o de uma corda de violaoarido, pressiona o
ar em ondas, como aquelas que sdo causadas na agua pordrenpgada em um
lago. Essas ondas chegam até os nossos ouvidos e fazemogimassos timpanos,
0 que 0 cérebro interpreta como som. Quanto maior a fregi@@o movimento,
mais agudo & o som. Segundo o0s especialistas, hossos swapdtam sons cujas
frequéncias variam de 17 Hz a 17.000 Hz.

\oltando ao violao, o som causado por um dedilhar de umaaceral resultado
da soma de varios sons simultaneos: o da freqiiénciafmedtalf e os de todas
as suas freqiiéncias multiplas inteirag,(3f etc). Cada uma dessas frequéncias é
dita um harmdnico. O primeiro harmdnico soa com muito nr@Ensidade (volume
mais alto) que os posteriores, e a gente 0 percebe como umannsical. As outras
frequéncias, que vao ficando inaudiveis conforme algagia aumenta e a energia
da onda associada diminui, nao sao percebidas como ristedas. O resultado da
sobreposicao desses harmonicos €& o quetdale caracteristico da corda, se & de
violao, de violino, de violoncelo etc.

Suponhamos, agora, que temos presilhas que podem fixar @ @ordm ponto
qualquer dela. Se fixarmos uma presilha (pode ser o ded®rf@timente apoiado)
no meio da corda e vibrarmos o pedaco (nesse caso, a metade)dh a direita da
presilha (ou do dedo médio), obtemos a oitava acima do s@liemos qundo to-
camos a corda completamente solta (experimentem!). Assilmrmaonicos seguintes
ao som da corda solta poderiam ser analogamente reprodisada presilha (ou o
dedo médio) fosse colocada em pontos que dividissem @ biagioldo de tal modo
gue dedilhassemos as cordas nos segmentos que seguissguéaca 1/2, 2/3, 3/4,
4/5, 5/6 etc. Ao dedilhar a nota, em cada um desses casosriamos uma onda
solitaria de forma analoga a cada um dos ventres formadogun respectivo. A
forma vai depender da for¢a que eu dedilho a corda. O quepeesndente (pelo
menos, foi para mim antes de estudar a fisica do movimertitatisio) &€ que a
frequiéncia fundamental ndo muda, ndo importa a forgawpcé usa para dedilhar
a corda (desde que nao ultrapasse a elasticidade da cordejagpulesde que nao a
arrebente). Objetos que vibram de modo puro, como os coposdial, as flautas
e os instrumentos de corda, produzem sons fundamentaisqleéficias especificas.
Por exemplo, se vocé percute um copo de cristal, ele vairamitmesmo som fun-
damental, talvez mais intenso se vocé percuti-lo maig fanas ele emitam mesmo
som fundamental.

Entretanto,parece que 0s gregos nao se entusiasmaraaspelwo fisico do som,
interessaram-se mais pelos aspectos matematicos efo®hvéa geracao de sons. Por
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Figura 1: Harmdnicos

exemplo, eles logo perceberam que sons, cujas freqi®ficiaf, estdo relacionadas
pela equacag, = 2* f;, em quek & inteiro, sao equivalenteg; & uma versao aguda
de f1, sek for positivo, e dizemos que o som de freqiientia & oitavas acima do
som de frequéncig, ; sek for negativo,f, € uma versao grave dg, e dizemos que
o som de frequénci# € k oitavas abaixo do som de freqiiéngia

Nao sabemos se eles pensavam em freqiiéncia, com celdszpeasavam de
forma semelhante, em divisdes em poténcias de 2: o sonuzidmpela corda solta
era uma versao mais grave do som produzido quando se deddltarda com o dedo
médio apoiado no meio da corda e, assim, por diante. Ouisa coonumental que
eles observaram foi que a razao entre freqiiéncias (oardpramentos) &€ que carac-
teriza um intervalo sonoro. Vamos fazer um desenho de unt cw® extremidades
R e S. Vamos dividir a corda em 3 pedagos iguais, em que o printeigm vai deR
até Ry, o segundo vai d&; atéS; e o Ultimo, deS; aS. Chame deV/ o ponto que
divide RS ao meio. Divida, agoral/ S em 3 pedacos: o primeiro ter¢o vai dé a
Rs, 0 segundo vai d&, a.S; e o (ltimo, deS, a S. Pois bem, 0 som produzido pelo
dedilhar do trecho da cord; S, com o dedo médio apoiado soliRe, & uma versao
mais grave do som produzido dedilhandoRse, quando o dedo médio esta apoiado
sobreR,. Observe qu&kS/R;S = MS/R.S = 3/2 (ver figura 2).
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o o o o

R R1 M R2 =81 S2 S

Figura 2: Intervalo sonoro e razao

Outra coisa que acharam significante foi o fato de que sonsdmosos pudessem
ser obtidos ao se dedilhar, simultanemante, cordas dagpesgundo razdes do tipo
(n+1)/n, n =1, 2, 3. Se fixarmos uma corda de comprimento iguah e fixarmos
paralelamente a ela outras cordas de tamanho 3/4 m, 2/3 nme, B&2raz0es entre o
comprimento da primeira corda e os comprimentos das outtasdas serao 4/3, 3/2
e 2/1. Os gregos ficaram mesmerizados com o seguinte fatdilisarmos a corda
de razao 4/3 (ou seja, de tamanho 3/4) como padrao e agwsawionos uma corda
cujo tamanho seja 2/3 dela, o resultado serd uma corda dakemi/2 m. Nos, que
estamos acostumados a multiplicar fracdes, achamostissw. Mas eles nao estavam
pensando em nimeros, 0s elementos em jogo eram sons. Eotmeda corda maior
e 0 som da corda 4/3, que era mais agudo, havia um intervatosgnentre o som
da corda 4/3 e o da corda 2/1 havia um intervalo sonoro y. Qgogrentenderam
gue, ha matematica do som, y era também o intervalo entteala corda maior e 0
som da corda 3/2. Assim, a soma dos dois intervalos x e y eraviteva € iSso era
demonstrado pelo produto das razdes associadas aos sons:

43 2
32 1

Suponhamos, agora, que eu queira dividir uma oitava em &Rvalbs sonoros
iguais. Matematicamente falando, defininflo= f, procuro freqiénciag,, ..., fi2
tais quef : fa : f3 : ... : fi2 : 2f, pois uma oitava esta na razao 2:1. Denotando
r = fiy1/fii = 1,...,11, qual o valor de-? E essa razae, r = /2 ~ 21/12,
gue os fabricantes de instrumentos utilizam para que astd® soem com intervalos
consecutivos iguais, ditosemitons Em http://pt.wikipedia.org/wiki/Metro, vemos
gue... o metroé definido como sendo o comprimento do trajeto percorrida pel
no vacuo, durante um intervalo de tempo de 1/299792458 de segundA adodo
desta definio corresponde a fixar a velocidade da luz racwo em 299.792.458
m/s. Em mdsica, a nota padrao, a partir da qual todas sao dadingda nota, do
centro do piano, denotada p&4, que corresponde a uma freqiiéncia de 440 Hertz,
ou seja, 440 ciclos por segundo. Um diapasao, que pode sgrrado em qualquer
loja de instrumentos musicais, € uma forquilha de metaléuélizada para afinar
instrumentos (em inglésining fork. Quando vocé percute o diapasao, ele emite um
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som de 440 Hz, ou seja, um A4,

Na musica ocidental, as 12 notas em cada oitava sao: A@&)si bemol), B (si),
C (d6), C# (d6 sustenido), D (ré), Eb (mi bemol), E (mi)f& ( F# (fa sustenido), G
(sol), Ab (Ia bemol). Essa escala de notas € dita uma esgaizética. Os intervalos
entre essas notas sao classificados a seguir:

e Primeira justa ou unissono: sem intervalos entre os dos so
e Segunda

— menor: distancia de um semitom entre os sons.
— maior: distancia de dois semitons entre os sons.

e Terca

— menor: distancia de trés semitons entre os sons.
— maior: distancia de quatro semitons entre 0s sons.

e Quarta: distancia de cinco semitons entre os sons.

— Quarta aumentada ou quinta diminuta: distancia de seig@&s®entre os
sons.

e Quinta: distancia de sete semitons entre os sons.
e Sexta

— menor: distancia de oito semitons entre os sons.

— maior: distancia de nove semitons entre 0s sons.
e Sétima

— menor: distancia de dez semitons entre os sons.

— maior: distancia de onze semitons entre 0s sons.

e Oitava: distancia de doze semitons entre os sons.

Por exemplo, o intervalo de A4 até E5, que & no sentido dscde, &€ um intervalo
de quinta, composto de 7 semitons: A4 Bb4 B4 C5 C#5 D5 Eb5 EfndCa
freqiigncia de A4 & 440 Hz, a frequéncia de E5 géa< ( ¥/2)7. Note que( ¥/2)7 ~
1.4983, que & proximo de 3/2.

Revista da ORM/SC%6, 2009



50 Artigo

No piano, se eu saio da nota la mais grave do piano (A0, 27).5edzhego, por
uma escala de quintas, ao la mais agudo (A7, 3520 Hz) - unvaltede 7 oitavas:

AO E1 B1 F#2 C#3 Ab3 Eb4 Bb4 F5 C6 G6 D7 A7.

Os gregos (na verdade, desde o inicio do texto, quandovesgregos me refiro
aos discipulos de Pitagoras) construiram a escala dffitéca de um modo diferente
ao nosso modo artificial (o artificio, no caso, foi geraeimalos sonoros iguais, a
partir da razao'V/2). A escala pitagorica foi bastante utilizada pelo ocideaté o
inicio do século XIX (nao se sabe qual temperamento Baitilkau na sua célebre
obraO cravo bem temperadmas os historiadores afirmam que, certamente, nao foi
o temperamento em 12 intervalos iguais). Pitagoras atiligara temperamento o
processo de obtenc¢ao de quintas ditas pitagoricas, era tpzao entre as frequiéncias
€ 3/2, e nag ¥/2)7. Por esse processo, a escala comegando em A0 nZo chega a A7 e
sim, a uma nota muito proxima dela.

A seguir, veremos que ha uma razao matematica para a&andsidental ter es-
colhido dividir uma oitava em 12 intervalos musicais. Essg80o poderia, no lugar
de 12, ter levado a escolher 41, 53, 306, 665, 15601, ou ouinoeros maiores de
uma certa seqiiéncia que comega com esses nimerosréssetpelo niumero de in-
tervalos sonoros em uma oitava & muito antigo. Historiesloreditam a Ching Fang
(78-37 AC), um tebrico de mlsica chinés, o calculo dagipnacao de 31 oitavas por
uma série de 53 quintas pitagbricas. Em 1713, a escala detd88 em uma oitava
foi confirmada como a escala oficial da China ([1]). Embora heferéncias a anti-
gos instrumentos chineses de sopro e de cordas que usavatemgeramento, 0s
instrumentos de corda conhecidos no ocidente, como o ggzhesinstrumentos gin
(por exemplo, o guqin), sao afinados e tocados no tempetaroeidental usual de
12 intervalos, pelo menos & o que eu sei até agora (semlgung informacgao desses
instrumentos serem tocados no sistema de 53 notas, poy fia@ode-me um e-mail).
O inglés Robert Holford Macdowall Bosanquet idealizou urstiumento com um
teclado nesse sistema, cujo protbtipo foi construido 8243 e esta exposto ainda
hoje no South Kensington Museum, em Londres. Recentemamig guitarra nesse
sistema - a dinarra - foi inventada pelo uruguaio Eduard@a&&aribaldi.

A seqiéncia pitagorica de quintas

Vamos apresentar, a seguir, um modo de geracao de sons gregos utilizaram
- a escala pitagorica de quintas. Primeiramente, vamadiidavcorda PQ em 3 partes
iguais, originando, assim, os pontBse ;. Fixe P; e vibre a parte maior da corda,
relativa a 2/3 da corda. O intervalo sonoro entre 0 som pliddunm a corda livre e o
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som produzido no trechB, 2, com a corda apertada efa, € o que chamamos de um
intervalo de quinta pitagbrica. Observe que a razao enfreqiiéncia de uma onda
produzida no segmentB, Q e a freqiiéncia de uma produzida €t & 3/2. Vamos
gerar, a seguir, uma sequéncia de quintas pitagoéribaspada de escala pitagérica:
divida P, Q em 3 partes, originando os pontBse Q2. Conclui-se qué’%Q & 4/9 de
PQ. Novamente, o som produzido vibrando-se o treeh@, com o dedo apertando
a corda enP,, corresponde a uma quinta exata do som emitido vibrandge

P2 M
6—>5

P P1 P2 01 02

Figura 3: Quinta pitagérica

Observagao: com&,@Q < PQ/2, 0 som produzido poP,(Q esta em outro intervalo
de oitava. Agoral/2 —4/9 = 1/2.1/9. Ou seja, o som produzido pé:(Q cor-
responde a uma oitava acima do som produzidoFg’ﬁj, cujo comprimento & 8/9.
Ou seja, toda vez que o processo gerar um ponto a direitartto p@edio da corda,
gue gera um som uma oitava acima, pode-se sempre tomar umquréspondente
ao som uma oitava abaixo. Isso & importante para o procettmperque na divisao
fisica por 3 0 segmento de corda vai ficando cada vez meriioyltindo a gerag¢ao
de som. As 7 primeiras freqiéncias relativas obtidas peloedimento grego sao 1,
3/2,9/8, 27/16, 81/64, 243/128, 729/512.

Se continuassemos esse processo sem nos preocuparmadegardenota de al-
guma oitava para outra, obteriamos a seqiiéncia dedség;), em quen;, = 2% /3%,
gue € a relagdo entre o tamanhof&) e PQ. A razao entre a frequiéncia da onda
produzida emP,.Q e a freqiiéncia da onda produzida &® &, entaog"* /2k. E claro
gue esse processo nunca levara a alguma oitava do somatyrigioduzida quando
dividimos a corda em poténcias de 2. O problema é: quangenaes parar esse pro-
cesso infinito de obtencao de sons? Ou seja, quadtas serdo aproximadamente
n oitavas? Ou, matematicamente, quais os termos da segi&p2* que estasufi-
cientement@roximos de2”? 3k = 2kleg3/lo92 em quelog € o logaritmo neperiano.
A pergunta entdo se torna: para que valoreg denumerok(log 3/log 2 — 1) fica
proximo de um nimero inteira?

Revista da ORM/SC%6, 2009



52 Artigo

Fracdes contnuas

Uma forma de expressar o nimero irracioigl 3/ log 2 € através da sua repre-
sentacao em fracdes continuas regulares. foagéo continua regularé uma fracao
continua em que o numerador da parte nao inteira &€ segumkd 1. Por exemplo, a
fracao continua regular de 9/7 &

1

=1+ :
3+3

|

Il

—_
+

|

I

—_
+

SIS

Representamos entao 9/7 por [1,3,2] (observe que [1[3,3]2,1]). Nao é dificil
mostrar que um namero racional tem uma representa¢@ ¢mno uma fragao con-
tinua regular. A reciproca & obviamente verdadeirax®greos que a representacao
de um nUmero racional, diferente de 1, nao pode terminal,esssa representacao &
Unica.

Um teorema nos diz que dada a representacao de um nlmegmiialz em
fracbes continuas regulares, que & infinita, a sezjéi&te racionais resultantes dos
truncamentos da fragao continua, que chamamaodeergentes converge para X
(ver [2], [4]). Por exemplo, a expansao em fracdes curats regulares deg 3/ log 2
e[1,1,1,2,2,3,1,5, 2,23, ...]. Isto quer dizer que os eagentes da representacao
de(log 3/log2—1),queé|0,1,1,2,2,63,1,5, 2,23, ...], serdao aproxireagiara
n/k, em quen & o nUmero de oitavaskeé o nimero de quintas.

0,1,1,2,2,3,1,..] =0+
[ ] 1+ 1+ 111
2+2+ﬁ1_
3+¢
e a seqiiéncia de seus convergentes & a seguinte:
[0]=0
1
[0,1,1]=0+ L1
? ) - 1+% - 2
1 3
0,1,1,2] =0+ ——— ==
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1 7
[0,1,1,2,2] =0+ T —
1 T 12

1+2+%

1 24
0,1,1,2,2,3| =04+ —————— = —
[7;7;7] +1+1+11 41

2+—1-2+1§

1 31

0,1,1,2,2,3,1]=04 ——— ===
[ ) 1+ 57 L 53
R

3+1

etc. Os convergentes sao aproximacoes bastante sdates, como veremos no teo-
rema a seguir, cuja demonstracao pode ser acompanha@a @radrema 2).

Teorema 1 Sex & um rimero irracional erdio todo convergentd,, / B,, dex & uma
aproximag@o 6tima dez, no sentido que

A,
%;A =280 <b< By = |Bur — Au| < bz —al.
Note que, sed,,/B,, € um convergente de entao

B,

a
gl <ole31
x N x b
e isto implica que

n a
pois0 < b < B,. Assim, para qualquer fracdo diferente de 7/12 (que éiotqu
convergente deldg 3/ log 2 -1)), com denominaddr entre 1 e 12, e com qualquer
numerador, temos que

1 1
0g371 7l< 0g371 _a
log 2 12 log 2 b
Vamos comparar, agora, as aproximacdes dadas pelosrgentes com os inter-
valos gerados pelos instrumentos de hoje em dia, que tépetamento igual. O

segundo convergente & 1/1, ou seja, estariamos aprok@aavitava de A0 a Al pelo
intervalo de quinta pitagorica de A0 a um som pouco mais ague E1 (lembrando

)
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que( ¥/2)7 < 3/2). Essa aproximagao & péssima. O terceiro convergehit®, ou
seja, estariamos aproximando o intervalo de A0 a Al petoato de A0 a um som
pouco mais agudo que B1 (de AO a B1 sao duas quintas norm@isEA B1), que
ainda & muito ruim. O quarto convergente & 3/5, ou sejatervialo de A0 a A3 é
aproximado pelo intervalo de A0 a um som entre Ab3 e A3 (A0 E1 B2 C#3
Ab3 s&o 5 quintas normais).

O quinto convergente significa aproximar 7 oitavas por 12tqsi pitagoricas.
Veremos que, nesse caso, a estimativa para o intervalo&nteea aproximacao de
A7 & muito razoavel:

27.5 x [(3/2)'2
27.5 x ( N/27)12

Notemos que o intervalo &€ menor que 1/4 de um semitom atualéqum intervalo
guase impossivel de ser detectado pelo ouvido humanosi@dando as 12 quintas
pitagoricas para um intervalo de uma oitava (veja obsé@wacima), obtemos uma
divisdo de uma oitava em 12 partes desiguais - o temperaméagorico.

O sexto convergente implicaria em criarmos uma escala deottls.n Embora
existam alguns tedricos de misica que defendem essermgreo, poucos se aven-
turaram pela composicao nesse sistema. O pianista e legigehngaro Paul von
Janko, que foi aluno do célebre compositor austriac@@Briickner, construiu em
1882 um piano com essa afinacao, que esta em exposigaamente no Gemeente-
museum, na cidade holandesa de Haia.

Finalmente, o sétimo convergente (31/53) & o que deumrgem sistema bas-
tante abrangente. A teoria musical turca moderna utiliga sistema, mais do ponto
de vista tebrico do que pratico, pois tem que contemplaota misica tradicional
turca, com seus diversos microtonalismos, como a musid®eacujo sistema utiliza,
predominantemente, 17 notas dentro de uma oitava.

A misica do século XXI tem a seu dispor uma tecnologia adkcague avanca
dia a dia a passos largos. O microtonalismo, que & como saachacriagcao de
misica com escalas com mais de 12 notas por oitava, &€ umia deccomposi¢cao com
muitos adeptos hoje em dia, que dispdem de diversos instias, eletrdnicos em sua
maioria, para gerar sons com frequéncias especificadasipgario. A matematica
€ uma ferramenta cotidiana para esses compositores. &opéx ha o problema de
transcricao melddica nesses sistemas microtonai€ mpswlvido a partir de operacdes
com matrizes. Entre os compositores que utilizaram o ss@enb3 notas, destaca-
se 0 americano Ben Johnston, nascido em 1926, que comeantie camara no
sistema de 53 notas (por exemplo, os String Quartet No. 2 8N&m 2006, o ucra-

~ 1.0136 < ( ¥/2)'/* = 0.0145.
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niano Mykhaylo Khramov lan¢ou o cd Another Tuning, ondechénposi¢cdes para o

teclado de 53 notas de Bosanquet (as masicas do CD esfimilisis na rede). Ha

diversos outros sistemas microtonais, modernos e antiguge os antigos, ha o indi-

ano, utilizado nas composi¢des de ragas, com 22 notagutriis razdes matematicas,
aléem de fragdes continuas, para a adocao dessanasstdas vamos ficar por aqui,
pois precisariamos de mais técnica de Teoria Musicalfpfaamais sobre isso (veja,

por exemplo, [1]).
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[1] J. Murray Barbour; Tuning and temperament: a historscavey, Michigan State
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O Principio da Inducéao e Aplicages

Paulo Ricardo Boff

Graduando em Matematica e Computacao Cientifica da URS@ersidade
Federal de Santa Catarina
Florianbpolis - SC

O Principio da Inducao e Aplicag@des

Algumas vezes em Matematica nos defrontamos com afiresagdvolvendo os
nimeros naturais e a questao que surge &: sera tal gionvacdadeira sempre, ou
seja, vale para qualquer niUmero natural? E freqUentensemge a tentacdo de se
passar da observacao de varios casos particularesipareanclusao geral. Vejamos
alguns exemplos.

1 1 1 1 n
Exemplo 1.Se N, entdao— + — + — + - -+ = .
P ne 2 et sttt Ty ) Tt

Isto & o mesmo que dizer que se tem

1 1
1) — ==
)1~2 '

1 1 2
2_ - =
)1-2+2-3 3’

1 1 1 3
T tes 5w

e assim sucessivament&. facil verificar que aquilo que se afirma no exemplo 1 &
verdade para pequenos valoreside N. Mas sera que & sempre verdade?
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Exemplo 2.Sen € N, entaon? + n + 41 & primo.

Pode-se verificar facilmente que esta afirmacao & veidguhera valores pequenos
den. Se tomarmos igual al, 2, 3, 4 ou5, teremos? + n + 41 igual a43, 47, 53,
61 ou 71 respectivamente, que sdo nUmeros primos. Agora, isdtoana a ocorrer
a medida que: cresce?

Exemplo 3. Qualquer nUmero natural par maior do quipode ser escrito como
soma de dois primos.

Novamente €& facilmente verificavel que esta afirmac#@eréadeira para valores
pequenosde (4 =2+ 2,6 = 3+ 3,8 = 3 + 5,...), mas continuaré verdadeira para
qualquer valor de?

Estes trés exemplos podem ser vistos como afirmacdesguengdem ser validas
para todos os nUmeros naturais. Entretanto, a perguntcgue: serao afirmacdes
verdadeiras ou falsas?

Vamos analisar esses exemplos um a um:

Exemplo 1
Neste caso a afirmacao & verdadeira. Basta notar qu@endentemente do valor

den, tem-se

1 1 1

n-n+1) n n+1

logo,

1
1-2

Lo ! =
3-4 n-(n+1)

711+11+11++11+11

B 2 2 3 3 4 n—1 n n n+1l)’
Utilizando a lei associativa da adi¢cao e cancelando tadoermos que podem ser
cancelados, resta apenas

T
2.3
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Exemplo 2
Neste exemplo, a afirmacao é falsa. Para 1,2,3,4,...,40, temos quer? +

n + 41 & primo. Porém, para = 41, temos quet1? + 41 + 41 = 41 - 43, que nao &
ndmero primo.

Exemplo 3
Neste caso, nao sabe-se se a afirmacgao é verdadeirasau f&é o momento

nao foi descoberto nenhum nimero inteiro par maiorZjgae nao possa ser escrito
como soma de dois nimeros primos. Este problema é comhpeaidConjectura de
GoldbacH.

Até agora, podemos perceber que, para solucionarmosepnabldesta natureza,
nao basta testarmos a veracidade da afirmacao em queedistituindo valores es-
pecificos para pois, mesmo que a afirmacao ganhe credibilidade, nuncarpods
estar garantindo sua validade para algum valot dee nédo tenha sido testado.

Para solucionarmos, rigorosamente, problemas dessai@spéroduziremos o
conceito de inducdo. O termo “inducao” tem origem nasefia. NoDicionario de
Filosofiade Simon Blackburf, inducao tem o seguinte significado:

Inducdo: termo usado sobretudo para designar qualquer processo de
raciocinio que nos conduza de premissas empiricas ausdied empiricas,
gue, apesar de apoiadas pelas premissas, nao sao dedutiealerivaveis
delas.

Assim, induzir &€ passar de algum conjunto de hipbtesesyraa conclusao que é
compativel com essas hipbteses mas nao pode ser dedefzda

Enunciaremos o#\xiomas de Peaffoe daremos énfase a um destes axiomas,
conhecido com@xioma da indugo. Veremos o Primeiro Principio da Indugao e

4Christian Goldbach (1690 - 1764)

5Simon Blackburn & Professor de Filosofia na Universidad€ambridge e um dos mais reputados
filosofos contemporaneos.

60 matematicaGiussepe Peani858-1932) constatou que se pode elaborar toda a teorialmosros
naturais a partir de quatro fatos basicos, conhecido$natuge como osxiomas de Peano
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mostraremos sua equivaléncia com o Principio da Boa @idenno ambito do con-
junto dos nimeros naturais. Por fim, mostraremos algunaprs e aplicacdes.

Axiomas de Peano

Antes de enunciarmos 0s axiomas, deixemos claro que um adama sentenca

gue nao é provada ou demonstrada e & considerada corieg 6bvcomo um con-
senso inicial necessario para a construcao ou aeeide Uma teoria. Na matematica,
um axioma pode ser visto como uma hipotese inicial da quabsenunciados sao
logicamente derivados.

Axioma 1. Existe a fun¢ds : N — N, que associa a cadac N um elemento
s(n) € N chamada sucessor de

Axioma 2. Existe um Gnico elementbe N, tal quel # s(n) paratodo € N;
Axioma 3.A funcaos é injetiva;
Axioma 4. Se um subconjunt® C N é tal quel € N e para todo: € X =

s(n) € X, entdoX = N.

Para entendermos melhor o significado destes axiomas vaesgeve-los numa

linguagem menos técnica.

Axioma 1. Todo nimero natural possui um Gnico sucessor, que tan&ém
ndmero natural.

Axioma 2. Existe um Gnico niUmero natural que nao & sucessor deunenh
outro. Este nlmero & representado pelo simba&ahamado de “um”.

Axioma 3. NUmeros naturais diferentes possuem sucessores dédsref@u
ainda: nimeros que tém 0 mesmo sucessor sao iguais.)

Axioma 4. Se um conjunto de niumeros naturais contém o niamero em al’
disso, contém o sucessor de cada um de seus elementasgsaticonjunto
coincide conN, isto &, contém todos 0os nimeros naturais.
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Dessa forma, podemos dizer que o conjuNtdos niUmeros naturais & formado
pelo1, pelo sucessor de( representado pelo simbdtoe chamado de “dois”), pelo
sucessor de ( representado pelo simbdce chamado de “trés”), etc.

Desses axiomas, 0 que possui redacao certamente maisaglalgue os demais
€ o axiomat, denominaddxioma da Indugo. O papel fundamental do Axioma da
Inducdo na teoria dos nimeros naturais resulta do fatpdele pode ser visto como
um método de demonstracao, que explicaremos a seguir.

Nao & nosso objetivo construir operacdes e relac@esmaneira formal. Basta
observar que + 1 = s(n) en — 1 & um nimero natural tal quén — 1) = n. Ainda,
temos uma relagao de ordem &hda seguinte maneira: dadosm € N, n & dito ser
menor ou igual an (n < m) se, e somente se existec N tal quen + = = m.

Agora vamos definir dois conceitos que utilizaremos paragsrque o Principio
da Induc¢ao é verdadeiro.

Definicdo 1SejaX C N um subconjunto ndo-vazio d& Dizemos queiy € X
€ elemento minimo d& quandony & menor ou igual &, paratodo: € X.

Defini¢ao 2 (Principio da Boa Ordena¢a®pdo subconjuntodn-vazio deN pos-
sue elemento mimo.

O Principio da Boa Ordenacao e o Principio da Indug&cedirmacdes totalmente
equivalentes dentro do ambito dos nimeros naturais. Ntdsede que, se assumir-
mos a validade de um deles o outro resultara como consegii®&a demonstracao do
teorema 1 vamos supor valido o Principio da Boa Ordemagdara provar o teorema
2 admitiremos valido o Principio da Inducao.

Teorema 1(Primeiro Principio da IndugZp Suponha que o Priripio da Boa
Ordenago valha paraN e que para um subconjunt@eo-vazioX C N valham:

(1)1 e X;
(i4) n € X implicaemn +1 € X.

Entdao,X = N.

"Existe obviamente o Segundo Principio da IndugZo,mar&o trataremos dele aqui.
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Prova Suponhamos, por contradi¢ao, gkie# N. EntaoN — X # &, o que pelo
Principio da Boa Ordenacao, implica a existéncia de unimo a paraN — X. Como,
por hipbtesel € X, temos quéd ndo esta el — X, logoa # 1. Dessa forma, existe
a — 1 que esta enX pois, caso contrario, a minimalidadedseria quebrada. Porém,
por hipotese(a — 1) + 1 = a € X, 0 que & um absurdo. Portanto, ndo pode ocorrer
X #N,logoX =N.

O

Teorema APrincipio da Boa Ordenag¢aocjuponha que o Prinpio da Indu@o
valha paraN. Enfio, todo subconjuntodo-vazio de&N possue elementoimmo.

Prova Sejam X um subconjunto ndo-vazio dé e Y o conjunto dos nimeros
naturais que sao menores ou iguais a todos os elemenfosig® €,

Y={yeNly<zVreX}

Primeiramente, observemos glie# &, poisl € Y. Agora, comoY # N, uti-
lizaremos a contrapositiva do Principio da Inducao manatinuar. Assim, teremos
guel ndo esta enY” ou que existd emY tal queb + 1 ndo esta enY”. A primeira
possibilidade & falsa; portanto, existe oitaDesta maneira:

(1) b < x paratodar € X. O que & dbvio, desde qiec Y.

(1) b € X. Pois, supondo quendo esta enX teremos qué < x, para qualquer
x € X. No entanto, isso implica quet+ 1 < z, paratodor € X,ousejap+1€Y
(absurdo).

Portantop € o elemento minimo d¥.

O Principio da Inducao, intuitivamente, nos garante spivermos um conjunto
de, por exemplo, pecas de dominé dispostas verticalmdatal modo que quando
uma cai, a seguinte cai - e sendo dado que a primeira cai doras que todas caem.
Evidentemente, nao importa quantas pecas tenhamos eu oosjunto. Provar a
veracidade de uma dada afirmacao, utilizando o Prindpitnducado, significa, em
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comparacao a situacao das pecas do domin6, mosteatogas as pecas caem. Para
tanto, pelo Teorema 1, basta mostrar que a primeira cai eqgaedo uma qualquer
cai, a seguinte cai.

Vejamos como fazer isto no caso do exemplo 1.

Paran = 1 temos que,

gue é claramente verdadeira;

Agora, sejak um nimero natural qualquer. Queremos provar que se

L S S 1 ok 1)
1-2 2-3 3-4 E-(k+1) k+1

for verdade, isto &, se assumirma$¢omo hipbtese, entao

1 1 1 Ck+1

54 TR D T GrD (k12 k42

1
1-2+2-3Jr

é verdade.
De fato, assumind(l )

k
Tkt 1
1 1 1 1 1
T2 23 3 a Y ar) Ty Gy o)

ok N 1 R S PR
S k+1 o (k+1)-(k+2)  k+1 k+2

1 (EP42k+1Y\  (E+1)? k41
k41 k+2 o k+2 k42
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Vejamos mais alguns exemplos.
Exemplo 4.Sen € N, entaon® — n & multiplo des3.

Primeiro analisemos o caso= 1.
Quandon = 1, obviamente® — 1 = 0 & um mdltiplo de3.

Seja, entaok € N e suponha qué® — k& & um mdltiplo de3 (hipotese de
inducao). Queremos provar, portanto, qée+ 1)2 — (k + 1) também & um
multiplo de3. Mas

(k+12 —(k+1) =k +3k>+3k+1 -k - 1=k —k+3(k* + k).
Entdo(k + 1)% — (k + 1) € a soma dé?® — k, que por hipotese & um mdaltiplo

de3), com3(k? + k), que também & multiplo d& Logo,(k +1)3 — (k+1) &
multiplo de3.

Assim, podemos afirmar que, para tode N, n® — n & mltiplo des3.

Exemplo 5.Sen € N, entao

1+3+5+...+(2n71):n2. (2)

Quandon = 1, 1 = 12, coisa que nzo oferece dividas.

Tomek € Ntalquel +3+5+---+ (2k — 1) = k2. Precisamos mostrar,
entao, que

1+34+5+-+2k—1)+2k+1)=(k+1)>2 (3)

Mas a soma das primeirasparcelas do membro a esquerda da igualdade
(3) &, por hipotese, igual/e. Logo,

143454+ 2k—1)+2k+1) =k +2k+1=(k+1)%

Portanto, para tode € N, temos que a igualdade (2) & verdadeira.
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Dessa forma, podemos perceber que o Principio da Indeicwa ferramenta

de grande utilidade na demonstracao de proposicoetvwemdo o conjunto dos
nameros naturais. Poderiamos nos perguntar se o codeecibalucao também
poderia ser aplicado ao conjunfddos numeros racionais, ou até mesmo ao
conjuntoR dos nimeros reais. Mostraremos, por fim, um exemplo que nos
permite verificar que ndo se pode usar o Principio da dpeara se demonstrar
propriedades relativas@ ou R.

Exemplo 6.Sexz € Q C R, entasin(zm) = 0

Sen = 1, temos quein(l - 7) =0
Sejak € Q tal quesin(km) = 0, entdosin((k + 1)7) = sin(kn)cos(w) +
cos(km) sin(m) = 0.
Mas, no entanto, a proposi¢ao nao é verdadeira. Umawez gode assumir
. . . p 1
valores racionais, o enunciado & falso, por exemplo,:pafai.

Referéncias
[1] Elon Lages Lima. Principio da Indugdo. Olimpiada8iteira de Matematica.
Revista Eureka8(1998)
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Uma formula para a soma da rie » ~ F,z"

n=1

A Seqiencia de Fibonacc;i{Fn}x% comFy =0, 'y =1eF, =F, 1+ F,_o9,
paran > 2, foi idealizada primeiramente por Leonardo de Pisa (1200)dtambém
conhecido como Fibonacci. Tudo indica que esta sequéawiadrigem a partir da
observacao do crescimento de uma populacao de cogllmeiimeros da sequéncia
representavam os casais em uma populacdo de coelhos diepoimeses, supondo
apenas algumas condi¢es, como o fato de no primeiro asegrem apenas um casal.

Apesar do simples aspecto lidico previsto originalmeogtrabalhos de Leonardo
de Pisa, por ocasido do aparecimento da sequéncia dead€itipa sua combinacao
com outras fun¢des ou estruturas matematicas produfimgdes geradoras tem sido
objeto de muitas investigacoes.

A série

Sk(x) = i nfF, 2" (4)

n=1

€ chamada de Fibonacci-Geométrica. Este trabalho énddeta analise da con-
vergéncia da série Fibonacci-Geomeétrica no caso enk gué, ou seja:

n=1

8Graduanda do curso de Matematica Licenciatura (UFSC)sist@ldo PET
9Professor do Departamento de Matematica da Universidader& de Ouro Preto (UFOP)
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Apresentaremos primeiramente seu dominio e especificareama formula fechada
para a sua soma.

A . . (F,
1. Sobre a conver@ncia da segéncia ( F+1)

n

E facil perceber que a sequéncia de FibonéEg) diverge, pois & uma sequéncia
crescente e ilimitada. O fato importante & que a sequﬁ(ne%\f) converge e con-

verge para um famoso e enigmatico nUmero da matematca.d@monstrarmos isto
necessitaremos dos seguintes resultados auxiliares:

Lema 1.1.Para todo natural vale a identidadé’,, 1 F,,;1 — F? = (—1)".

Prova. Vamos fazer a prova por indugao. De fato, para 1 temos que

PPy —F}=12-1*=1=1%
Suponha que a identidade valha pararum k. Agora,

FpFyvo — Fy = Fiu(Fyp1 + Figr) — Fogr (B + Feo1)

= F} — Fu1Fe1 = —1(Fy_1Fopq — FZ) = (1)
Logo a identidade vale para = k£ + 1. Portanto, pelo principio da indugdo a
identidade vale para todonatural.

Lema 1.2. (Método das aproxim@gs sucessiva§eja0 < A < 1. Suponhamos
qgue uma sequéncia,,) seja tal quéxz,, 12 — 41| < A|lx,41 — 2, | para todo natural
n. Entdo(z,, ) converge.

Prova. De fato,|z3 — z2| < Aza — 1], |24 — 23] < A|zz — 22|, €, em geral,
|Tpi1 — 2n| < NP7y — 11|, paratodon. Segue-se que parap arbitrarios, temos
sucessivamente
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n=1

—xnl < — ; -,
n —
[Zntp — o] < | Tndp — Togp—1| + - - |Tnt1 — Tn|
<()\np 2+)\np 3+...+)\n 1)|$2—$1|

= AP NPT N D)2 — 2

n—1

1—)P A
>\n1<1_)\>|1‘2$1|§ 1_)\|IQ*£B1|.

Anfl
Comolim,,— 40 ﬁ|$2 — x1] = 0, segue-se que, para qualquer 0 dado,
existeng tal que
n—1

A
n>n0:>0<17>\|x2—x1|<€.

Dai resulta quen,n > ng = |z, — x,| < € (pois podemos sempre supor que
m > n e escrevem = n+p). Portanto a sequéndia,, ) € de Cauchy e logo converge.

Estamos agora em condi¢des de apresentar o seguintedesul

R F, .
Teorema 1.3. A sequénciaz,,) = <”—+1> € convergente e converge para o

V541

namero aureo (nUmero de ourp)= 5

n

Prova. Lembrando o Lema 1.1 temos sucessivamente que

Fn+2 . Fn+1

|3Cn+1 - 3Cn| = ‘m F,

(_1)7L+1
FnJran

_ FILF7L+2 - F3+1
N FnJran

Portanto,
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1
Tn4+1 — mn| - Fn+1Fn .
De modo analogo,
| =
X — X = =
e e FrL+2Fn+1
Segue-se de (1.1) e (1.2) que
Tn42 — T4l _ Fn < l
Tnt+1 — Tn Fn+2 2

Portanto, pelo Lema 1.2 concluimos que a sequéncia agew¥amos agora cal-
cular seu limite. De fato,

Fn+1 Fn + anl 1
— =1
Fn Fn * Fn
Fn 1
Portanto,
Friq 1
=1
F, T TF.
Fn—l

Tomando o limite quande — +oo na igualdade acima obtemos

o= +

E facil ver que o limite da sequenc( ”“) € a solucao positiva da equacao

1+5
7

acima, isto é¢ =

Como vimos na introducao, a sequéncia de Fibonacci éidefde forma recur-
siva, isto &, sdo dadas duas “condic¢des inici&is= 0 e F; = 1 e a partir do terceiro
termo existe uma lei de formagao que diz que cada termoo@na slos dois anteri-
ores. Sequéncias recursivas estao intimamente ligasass chamadas equacoes de
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n=1

diferencas que por sua vez estao relacionadas com asdeguditerenciais. Grosso
modo podemos resolver a equa¢aq o — Fi,+1 — F,, = 0 como se fosse uma equacgao
diferencial linear de 2a. ordem, associando-a ao polindmi

P()\) = A2 — X — 1 e tentando escrever a sequéncia como uma combinacao diee
poténcias das raizes e A\, do polindmioP(\):

Fn = Cl>\71L —+ CQ)\S.

As constantes; e c; sao calculadas a partir das condic¢des inié¢ias F». Vamos
tentar entao achar uma forma analitica p&ga Primeiro precisamos achar as raizes

1+\/565:17\/3
2 9

de P(\). E facil verificar que tais raizes sao=

() o)
2 2

Para encontrat; e co basta fazen = 0 en = 1 na equacao acima e utilizar as
condicdes iniciaisF}; = 0 e F» = 1. Neste caso obtemos um sistema de equacdes
parac; e ce na seguinte forma:

. Logo

c1+c2 =0, c1¢1 + c292 = 1,

. . 5 5
cuja solucao e; = % ecy = —%. Portanto podemos escrever
g VB Vo VB 14V VE(1-VEY
"5 5 5 2 5 2
\/_

1—+5 .
Notemos que, com¢T| < 1, entdo, para: “grande” podemos tomar a
aproximacao

Va(1+V5)"
P~ 2 =5 . (6)
—+00
2. Sobre a convergncia da grie Y _ F,a"
n=1
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Vamos analisar a convergéncia da série

“+o00
_ § n
- an )
n=1

isto &€, vamos encontrar os valoresapara 0s quais a série converge. Para isto
utilizaremos o critério da razao. De fato,se= F,,z" entao,

Gp41 o FnJrlszrl o Fn+1 |l‘|
an Fpan E, "7
. F 5+1 .
Logo, lembrando quém,, , ;o ;fl = ¢, em quep = \/_2 € o numero
n
adreo, entao
. Gn41
lim
== = ol

s = L. 1 .
Portanto, pelo critério da razao, a série (2) converge|se p e diverge sézx| >
1 1 5 —
—, emque— = \/_2

Y ¢

1 L.
De fato, ser = 5 entao a série fica sendo

S hd)

n=1

1 .
. O caso em quez| = p deve ser analizado separadamente.

e lembrando (3) temos que

> (5 57) ()

n=1
S (1 - @)”)
n=1 5 ¢
g < 1 é facil ver que o termo geral da série tende a infinito e petério

L : 1 . , .
do termo geral a série diverge. De modo analoga, se—g entao obtemos a série

Como
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n=1

+oo Z\"
0 n
L (- (0) )
n=1

e também é facil verificar que o limite do termo geral n&iste e portanto a série

. . - L, 1 . .
diverge. Concluimos entao que a série so converge|para 3 e daqui por diante

vamos supor que esta neste intervalo.

3. Calculo da soma da érie > F,a"

1°. modo. Usando o fato de qug&,, = F,,_» + F,,_1 temos sucessivamente que

N
&3
I

400 + o0 400
T+ Z Foa" = o+ Z Fn—an + Z Fop_qa™
n=2 n=2 n=2

n=1

—+oo “+oo
= :c+xQZFn:r” +xZFn:c".

n=1 n=1

LogoSy(z)(1 — & — 2?) = z, isto &,

+oo
x
Sol) = 2 Bt = g
n=1

2°. modo. Podemos obter a soma de modo analogo ao caso da sérietgeamé
obtendo uma férmula para a soma parcial e depois tomandute ljuandm vai para
infinito:
S (x) =x +a® 4+ 22% + 30 +52° + .. 4 Fy 02" 2+ F_ 2" 4 Fa™.

Multiplicando a equacao acima petr obtemos
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—xSi(z) = —a®—a% 22" —32° —52% — ...

_ n_an—l _ Fn—ll‘n _ ann—&-l.

Multiplicando novamente porx obtemos

—2?Sy(x) = —a®—a*—22° — 325 527 —

_ n72xn o nflszrl o ann+2

Agora, somando as equagdes acima e sempre lembrandg,quer, o + Fi, 1
obtemos

St x)(1 —x—2®) =2 — Fa™™ — F, 2" — Fa ™2
isto &,

n r— Fa"t — F, 2"t — Fant?
SO(x): (17$*$2) )

o qual & a soma darogres$io de FibonacciFazenda. — +oo em (2.6) e lembrando
queF,xz™ — 0 pois (2.1) converge, concluimos que

SO (l‘) - rLEI-iI-lOO S{)L Z an — T — 1'2
Teorema 3.1.
i ] F.ao" + F,_ r+1
S B = A1 Y
1—2—22

n=r

Demonstrag@o. Vamos demonstrar a identidade acima através do princigi
inducao finita. De fato, para= 1, temos
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n=1

> o ot + Fya? x
Zan = 2 = 2
= l—or—2z l—z—zx

0 que & verdadeiro conforme vimos anteriormente. Supogbraajue (4) seja valida
parar = k € vamos mostrar que esta identidade também é validarpara + 1. De
fato,

oo oo
E Fa" = Fpzk + E F,z",
n=k n=k+1

ou seja,

i g Fuet 4 Byt
L =

k
1——m——x2 A*ka

n=k+1

E facil verificar, apos algumas manipulactes algéisiique

(oo}
S Fat= Frpa ! + Faht?
nt = 1—xz— 22

?

n=k+1

e desta forma, pelo principio da indu¢ao finita conchdmue (4) verdadeira para
todor natural.
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4. Considera@es Finais

A busca pela soma de séries sempre foi um desafio para os ata@sndesde a
época da construgao das ciéncias exatas, quando fegmiriagibniz, os membros da
familia Bernoulli, Euler e tantos outros. O presente tiabapresenta uma maneira
engenhosa para o estabelecimento de uma férmula recpesaaoma da série Fibo-
nacci-Geomeétrica, porém, deixa aberto uma quantidagestbilidades de obtencao
de formulas fechadas para soma de séries em que 0s cdeficggjam sequéncias
semelhantes. Outras idéias podem ser trabalhadas fatéirnem as sequéncias ge-
neralizadas, principalmente, as de Pell, Tribonacci eabemacci. Aléem do carater
ludico da sequéncia de Fibonacci, ou de outras similatagorma engenhosa de
obtencao da formula fechada (recursiva) para soma e apresentada neste tra-
balho, um outro aspecto muito relevente enaltece esia, igée € a maneira otimizada
de obtencao de somas de séries, sem o uso de derivadasigage Na verdade, o
processo de obtencdo da soma de série pelas derivadessisas € caro e envolve
calculos enfadonhos. Porém, o estabelecimento de ummaufd recursiva em que a
obtencao dos resultados sejam especificados atravéesnds € computacionalmente
mais barato e mais eficaz. Respeitadas as devidas pregogcpossivel juntar no
desenvolvimento destas idéias inseridas no presen@himablgo muito interessante
sobre as competéncias da pesquisa: o resgate historectralp situacdes da vida real
(sequéncia de Fibonacci e outras), o cuidado com o rigogmrético, as estratégias
engenhosas das formulas recursivas e as implementagdesicas (otimizadas) au-
xiliando na obtengcao de somas de séries especiais.
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Isometrias no Plano

Viviam Giacomelli Pedros&®

viviam.giacomelli@gmail.com

Isometrias no Plano

A computacgao gréafica faz parte de nossas vidas ha algonpote Vocé assiste
filmes de animacao, acessa a internet e navega num site gomasfianimadas, entre
outros. Mas como €& possivel fazer com que esse processurdacdo pareca tao
real?

Primeiramente, para fazer as figuras & necessario usaeipes) poligonos, em
geral, triangulos tdo pequenos que quando vemos o objeth fido conseguimos
vé-los, enxergamos apenas uma superficie suave.

No processo de animacao em si, para movimentar o objesta Isaber como
movimentar os poligonos que o formam. E essa tarefa de mangtransformar os
objetos podemos atribuir & geometria. Mas como a geonfatriaso?

Os desenhos animados de antigamente sao feitos utiliammdosequéncia de
guadros que passados com um pouco de velocidade geranaa dlashovimento.
Para automatizar esse processo, 0 computador precisgoserdm automaticamente
atualizar a posi¢ao dos poligonos em movimento a cad&rquEm termos praticos, o
computador precisa de uma formula para computar a novédacao de cada vértice,
pois o poligono & formado a partir da ligacao de vestifeita por segmentosE
preciso um tipo especial de funcao que tira o ponto de soaslenadas originais
e leva-o para novas coordenadas. Matematicamente, tai8dsirsdo chamadas de
transformacdes Mas existem transformacdes especialmente (teis, atiagsome-
trias'!, que nao causam distorcdes de formas e tamanhos.

Idealmente para seu auxilio, um animador deve ter umad@stegpleta de isome-
trias e suas formulas a sua disposicao (mais provavegéroonstruida em software).
Filmes como Toy Story apresentam cenas produzidas a pastegrocesso.

10Graduanda do curso de Matematica Licenciatura UFSC.
1lpalavra que vem do gregspn= igual emetron= medida.
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Além disso, as isometrias geram padrdes de repeticd@sfao presentes na arte
de variadas culturas, como a islamica. Como n&o podenn testede figuras hu-
manas em manifestacdes artisticas, os arabes degerarola arte abstrata das figuras
simétricas.

Artistas como M. C. Esch&t também fizeram uso das isometrias. Inspirado na
arte islamica que conheceu no palacio de Alhambra, criauugas mundialmente
conhecidas. Tais gravuras eram elaboradas a partir deghieemto regular do plano
utilizando como unidade figuras de lagartos, anjos, passentre outros. Mas Escher
nao se contentou em fazer seus desenhos por tentativa, elerfgrocurou estudar
matematicamente esses padrdes para entender como farcioreenchimento do
plano que tanto o fascinava.

Nesse artigo, através da Geometria, faremos um es-
tudo das isometrias eR? para entender melhor seu
funcionamento e sua classificacao.

Definicdo 1 Uma isometria eniR? & uma bijedo T' : R? — R? que preserva
distancias. Isto significa que, para quaisquer ponfosY € R?, pondoX’ = T'(X)
eY' =T(Y), tem-sel(X',Y') = d(X,Y).

Teorema 2 Uma isometria preserva colinearidade e ordedaglos pontos.

Demonstra@o: Primeiramente, provaremos que a colinearidade & preferva
SejamA, B, C pontos colineares &', B’, C’ suas respectivas imagens pela isometria
T. AnotaremosA x B x C para indicar qud3 esta entred e C, isto &, para indicar a
ordenac¢ao dos pontos.

Suponha quel’, B’ e C’ ndo sao colineares. Assim, esses pontos determinam um
triangulo e, pela desigualdade triangular,

AL + B0 > A 0

12Maurits Cornelis Escher (1898-1972) & um dos artistaiopsamais famosos do mundo. Ficou co-
nhecidos por suas obras de preenchimento regular do plgrelasegravuras impossiveis que produziu.

Revista da ORM/SC%%6, 2009



Isometrias 87

C
C Pelo fato ded, B e C serem col-
ineares e x B x C (0s outros dois
B. B casos sao analogos), temos que
AB+BC =AC. (I)
A
[ ]
A

Como uma isometria preserva distancid€; = A’B’, BC = B'C’' e AC =
A’C". Por substituicao,

AB +BC =A]C, D)

o que contradizl). EntaoA’, B’ e C’ sao colineares.

Para provar que a ordenagao dos pontos € preservadapaeveostrar ques’
esta entred’ e C’.

Suponha queB’ nao esta entrel’ e C’. Entao, pelo fato de preservar colineari-
dade, oud’ estéa entre os outros dois pontos@uesté entre eles.

SeB’' « A’ « C', entdo

AB +AC =BC. (V)

ComoA’'B’' + B'C" = A'C" por (II1),

A'B'+ (A’B"+ B'C") = B'C".
Assim,
2A’B’ =0,
A'B"=0.

Isso contradiz o fato da distancia entre dois pontos dastiser um niimero posi-
tivo.

O casoB’ « "« A’ pode ser eliminado da mesma maneira, e entdo a demawstrag”
esta completa. |
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Translacao

O caso mais dbvio de isometria & chamado translac&ame se apenas “puxassemos
um objeto ao longo de uma reta.

Definigdo 2 SejamA, B € R? pontos distintos. A translé@g porv = /Té, T, :

R? — R?, & a aplica@o que faz corresponder a cada pont € R? o ponto
—

X' e R?ZemqueXX’' = ABS, ou seja,d(X, X’) = d(A, B), o segmentoX X' &

paralelo ao segmentd B e o sentido de percurs& — X'’ coincide com o sentido

A — B.
B X

Proposiio 1 Toda translado emR? & uma isometria.

Demonstrago: Sejamv’ = AB eT, : R? — R? umatranslacio par. Sejam
X, Y eR’comX' =T,(X)eY' =T,(Y).
— —

Pela igualdade de vetorésX’ = AB = YY’, temos queX X’ eYY’ sao parale-
los e ttm a mesma medida. S&j&” o segmento transversalaX’ e aY'Y”’. Assim,

X'XY' e XY'Y sdo alternos internos. Logh/ XY’ = X Y'Y . Temos também que,
XY’ & olado comum aos trianguld§ XY’ e XY'Y. Logo, ha o caso lado-angulo-
lado de congruéncia. AssinXY = X'Y’ o que implica emi(X,Y) = d(X',Y"),
como queriamos. [ ]

Exemplo de translacdo: o movimento que o elevador faz #ir p@ um andar
para outro.

135egmentos orientados, com origens em pontos diferentegnpoepresentar o mesmo vetor, basta
possuirem a mesma dire¢ao, mesmo sentido e 0 mesmo aoenjoi
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Reflexao em torno de uma reta

Definigdo 3 Sejar C R? uma reta. A refle&o em torno de- & a aplicago R, :
R? — R? que associa a cada pont§ € R? o seu siratrico X’ em rela¢o ar em
R?, istoé:

() seX € r,enBlo X = X’;

(i) se X ¢ r, enflor & a reta mediatriz do segmeniX’. Logo, X X’ & perpen-
dicular ar e, senda4 o ponto de interse@p do segment& X’ com a retarr,
temos d(X,A) = d(A,X).

..__J.'.;L__Z(’
A

Proposicio 2 Toda reflefo emR? & uma isometria.

Demonstrago: SejaR, : R? — R? uma reflexdo em torno de uma retac
R?, SejamX,Y € R2 comX’' = R.(X)eY’ = R.(Y). Queremos provar que
d(X,Y)=d(X',Y’), mas para isso temos que analisar dois casos:

1° caso: X eY estdo do mesmo lado deemR2.

Sejam os segmentdY e B'Y” paralelos a de tal modo queéB, B’ € X X'. Os
triangulos retanguloX BY e X’ B’Y’ tém os catetos homblogos com mesma medida,
logo 0 mesmo ocorre com suas hipotenusas, ou &8&ja= X'Y".
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2° caso:X eY estao em lados opostos de

SejamA e B os pontos de interseccao deX’ e XY com a retar, respectiva-
mente. Logo, os triangulos retangulBsi X e BAX' tém o catetadB em comum,
XA = X'A. Logo, os trianguloBAX e BAX' sao congruentes e, consequente-
mente, suas hipotenusas tém a mesma medda:= BX . SejaC € r(|YY". De
modo analogo conclwmos 10s que o trlangM(ﬂB & congruente ao trlangulkSCB
Assim, X'BA = ABX eYBC = Y'BC. Sabemos também qdé’BA Y’BC
pois sao angulos opostos pelo vértice.

X A X

EntaoX'BA + ABX = YBC + Y'BC. ComoY'BC + Y BC & o suplemento
do anguloX BY”, segue-se qu&’BA + ABX também & suplemento déBY’, isto
€,X'BA+ ABX + XBY' = 180°. Logo X', B e Y’ sao colineares. Portanto

XY' =X'B+BY'=XB+BY =XY.
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Exemplo: A imagem obtida através de um espelho.

Rotacao

Antes de definirmos uma rotagéo no plano, precisamosdalae orientacao para
os angulos do plano. Sejaum angﬂl@B Diremos que 0 mesmo é orientado quando
dados trés pontad, O e B, AOBéo angulo definido pc(DA e OB a que se atribui
além disso um sentido, escolhendd para lado-origem do angulo@B para lado-
extremidade. Supde-se definido um sentido positivo (dde@inti-horario, como &
habitual) no plano em que esta definido o anguloaSeum angulo orientado; «
sera por definicao o angulo orientado obtido a partitvgela troca dos lados origem
e extremidade.

Definicao 4 SejamO € R? e a a medida de um
angulom (@ é orientado). A rotago de
umanguloa em torno deO é a aplica@o po o :
R? — R? que associa cada pont§ € R?, X #

O, ao pontoX’ € R? satisfazendo as seguintes B
condiges:
0<% > A

e d(0,X) =d(0,X"); >

e O angulo orientadaX O X’ medex;

SeX = 0, po.(0) =0.

Observag@o 1 A rotacgo inversa deo , € a rotagio de centra) e angulo—o.

Teorema 1 Uma rotagio emR? & uma isometria.
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Demonstrago: Sejapo ¢ uma rotacao de
f em torno deO € R2. SejamX,Y < R?
comX,Y # O. SejamX’ = ppo(X) e
Y = p&@/ ).

ComoX OY possui a mesma orientagao de
X'0OY’, temos que as bissetrizes ¥éOY

e XOY" coincidem. Segue qUEOY =
X0y,

ComoOX = OX' e OY = OY/, temos
gue os trianguloX OY e X’OY’ sao con-
gruentes (caso lado-angulo-lado). Logo,
XY = X'Y’, como queriamos.

SeX = O, da defini¢ao, temos quBY =
oY’. [ |

Observa@o 2 po . & tamlém chamada de reflég em torno do pont®.

Exemplo: movimento de um ponteiro do relégio analbgico.

Reflexao deslizante

DefinicAo 5 Sejar uma reta ddR? e  um vetor paralelo a-. A aplicag@o GR, ,, :

R2

— R? tal queGR, ,(X) = T, o R-(X),V X € R?, denominamos reflén

deslizante pela reta C R? e pelo veton, emR?2.

Ou seja, a reflexao deslizante &€ a composicao de umaaeftsm uma translacao
paralela ao eixo de reflexdao. Nao fazemos distincdo darnorem que ocorrem a re-
flexdo e a translagao, pois levando em contawg@@aralelo a, mostra-se facilmente
queTly, o R, = R, o Ty.
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A

VAN

Proposicio 3 Toda reflefo deslizante e®? & uma isometria.

Demonstrag@o: Ja que a reflexao deslizante &€ a composi¢cao de umaaeftexn
uma translacao paralela ao eixo de reflexao, basta mqgsiea composicao de isome-
trias € uma isometria.

De fato, sejanT : R? — R2 e S : R? — R? isometrias d&k? Dados 0s pontos
arbritariosX,Y € R? e sejaSoT = R? — R? definida porSoT(X) = S(T(X)).

Como,

d(SoT(X),SoT(Y))=d(S(T(X)),S(T(Y)))

(por hipbtesesS & isometria)
= d(T(X),T(Y))

(por hipbtese]" & isometria)
=d(X,Y).

EntaoS o T : R2 — R2 & uma isometria. [ |

Exemplo: marcas de pegadas.

Proposigies gerais sobre isometrias

Nesta se¢do, veremos algumas proposicoes que nomeixiha classificacao das
isometrias no plano. Algumas serdo demonstradas, onttE®imos as referéncias.
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Teorema 2 A aplicago identidadd emR? & uma isometria e SE & isometria, ergto
T~ tamkemeé isometria.

Demonstrago: A aplicagdol : R? — R? definida por/(X) = X & uma
isometria pela propria definicio, pois dadbsY € R2, temosd(I(X),I(Y)) =
d(X,Y).

Mostraremos que dada a isomeffia R? — R?, suainversd ! : R? — R?
também & uma isometria. Dad&s, Y’ € R?, 3 X, Y € R? tais queT'(X) = X’
eT(Y) =Y’, poisT & bijetora. Como a aplicagdoemR? & uma isometria, entao
T-YX)=XeT YY) =Y.

Segue que

AT (X'), T7H(Y")) = d(X.Y)

(por hipbtese]” &€ uma isometria)
= d(T(X),T(Y)) = d(X",Y").
Assim, 7! & umaisometria. [ |

Proposicio 4 Se uma isometrid : R? — R? manem fixos tés pontos &o colin-
eares, ertio 7" & a identidade.

Demonstra@o: Referéncidl].

Proposico 5 Toda isometrial’ : R> — R? transforma retas em retas.

Demonstra@o: Referéncidl].

Proposicio 6 prop Sejans, T : R?> — R? isometrias. Se existirem €R? trés pon-
tos rio-colinearesA, B eC taisqueS(4) =T(A4),S(B) =T(B)eS(C) =T(C),
tem-seS = T, istoé, S(X) = T(X) paratodoX € R?.

Demonstragio: Como .S & uma isometria, sabemos g§e'! existe. Sabemos
também ques—1oT : R? — R? deixa fixos os pontod, B eC, poisS~1oT(A) =
S~HT(A)) = S7HS(A)) = (S~ o S)(A) = A (0 mesmo vale par® e paraC).
Logo, pela proposica0.0.5, S~! o T’ & a identidade. Assinff = T. ]
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Classificag@o das isometrias no plano

Ja apresentamos quatro tipos de isometrias no plano, naasagumais sera que
existem? O teorema a seguir responde essa pergunta.

Teorema 3 Existem somente quatro tipos de isometrias diferentes elatithde no
plano: transla@es, reflekes, rotaes e reflelies deslizantes.

Demonstragio: Sejaf : R? — R? uma isometria, ond¢ & diferente da identi-
dade. Logod A € R? tal queA’ = f(A) # A. Consideremosl” = f(A’).
TemosA” # A’, poisd(A, A") = d(f(A), f(A")) = d(A’, A”). Comod(A, A") #
0=d(A,A")#0= A" # A”. Note qued # A’ e A’ # A” nao implicad # A”.
Entao nos resta analisar trés casos:

1° caso Suponhaquel # A” e queA, A’ e A” nao sejam colineares. Logo, temos
um trianguloAA’A”. A imagem desse triangulo pela isometfié um triangulo que
tem A’ e A” como vértices. Logo, existem duas posi¢des possiees/ifA”’) = B
em relacao a retaque contérmd’ e A”:

a. Suponha qu8 esta no mesmo semiplano (determinado pelafjegae contém
A.

Sabemos quéd3 = f(A”) forma comA, A’ e A” o quadrilatero convexo
AA’A” B, no qual, como podemos ver na figura abaixo, trés dos lagosat”
mesma medida (por causa da aplicacao da isometria) egnm@zmm’ e
ATA"B s&o iguais (devido a congruéncia entre os trianguldsA” e A’A” B
jutificada pela aplicacao da isometria).

Temos também que o trianguid A B €& congruente ao trianguld’’ B A (verifi-
cacdo fica a cargo do leitor), assinAB = A" BA.

Logo, 2A’AB + 2A7A"B = 360° e, conseqilentementé AB + A’A'B =
180°, isto &, os angulos opostos do quadrilatero quando sosn@dultam em
180°. Assim, o quadrilatero pode ser inscrito numa circunfei@de raicO A,
cujo centraO € o ponto de encontro das mediatrizes dos segmetosA’ A”
e A”B. Seja0’ = f(O). Entdo, comaA = OA’ = OA”, temosO’' A’ =
O'A" = O'B, logo O’ pertence as mediatrizes dos segmentos”’ e A" B,
dondeO’ = O.
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A ~B
A A”

Assim, se considerarmos a rotagaale centroO e angulom, teremos
p(A) = A" = f(A), p(A") = A" = f(A') ep(A”) = B = f(A"). Segue-se
entdo da proposi¢a0.7 que f = p &€ uma rotacao.

. Suponhamos qu@ esta no semiplano (determinado ppoposto ao que contém

A. Temos qued A’ BA” & um paralelogramo{ A’ e A” B sao seus lados opos-
tos eA’ A” & uma de suas diagonais (a demonstracao desse fato figgoadca
leitor. Basta supor que a reta que padsH & concorrente a reta que passa por
BA" e utilizar o fato que os triangula$A’A” e A’A” B sao congruentes e a
definicdo de angulo externo a um desses triangulos)uessg que os pontos
médiosC de AA’, C' de A’A” e C"" de A” B, estdo sobre uma reta

Consideremos a reflexao desliza6t®; ,, sendou = C—C?

Temos queGR;,(A) = A, GR, ,(A") = A” e GR,,(A") = B. Mas
f(A) = A, f(A") = A” e f(A”) = B. Logo, pela proposi¢d0.0.7, f =
GR; ., isto &,f & uma reflexao deslizante.

2° caso SejamA, A’ e A” pontos distintos e colineares. Sabemos gue =

A’A" e que os trés pontos sao colineares. Asdiné o ponto médio do segmento
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AA”. Aretar que contém os trés pontos citados acima, & transfornmadamesma
pela isometrigf, pois f(A) = A’, f(A") = A” e uma isometria transforma reta em
reta. Alem disso,f coincide, nos pontod e A’ com a translaga@s4- : r — r.
Segue-se que, em todos os pontos,décoincide com esta translacao (demonstracao
a cargo do leitor).

SejaB ¢ r. Aisometriaf transforma o triangulol A’ B em outro triangulo no
qual A’ e A” sdo vértices e seus lados ttm as mesmas medidas que/d’ e
Assim, ha duas possibilidades para a imagem®de

a. B’ = f(B) no mesmo semiplano (determinado ppgue conténB.

AB e A’ B’ sao lados opostos de um paralelogramo (devido a dista@mdtre

os pontos4, A’ e B e a distancia entre as imagens). Logo, considerando a
—

translagadll, : R> — R? ondeu = AA’ vemos que ela coincide com a

isometriaf nos pontos nao colineards A’, e B. Segue-se da proposica®.7

quef = T, logo f &€ umatranslacao.

b. B” = f(B) no semiplano (determinado poroposto ao que contéfs.

Temos queB” & o simétrico deB’ em relacao a reta Consideremos a reflexao
—_—

deslizanteGR,.,,, u = AA’. Temos queFR, ,(A) = A', GR, ,(A") = A"

e GR,,(B) = B” (pois AA’B & congruente &1’ A”B”). Portanto, pela

proposicad.0.7, f = GR, . figura
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3° caso Suponhamos qué = A”.

SejaP o ponto médio dedA’ = A”A’ e P/ = f(P), temos quei(P, A) =
d(P,A") = d(P',A") =d(P’,A”) = P’ & ponto médio del” A’. Logo,P = P'.

Consideremos a mediatrizlo segmental A’. SejaB um ponto des tal queB #
PeB' = f(B). Assim,d(B,A) =d(B,A") = d(B',A") =d(B',A") = B’ € s.

Temos duas possibilidades para a imagenBde

a. B’ = B.

Consideremos a reflexd®;. Desta formaRs(A) = A’, Rs(P) =P = P'e
R,B) = B = B'. Masf(A) = A’; f(P) = P' e f(B) = B'. Logo, pela
proposicad).0.7, temos quef = R,.

b. SeB’ + B.

Comod(B,P) = d(B'P') = d(B',P) e B' € s, temos queB’ & o ponto
simétrico deB relativamente a reta que contém os pomasA'’.

Consideremos a rota¢@® .. Temos queyp -(A) = A, pp(P) =P = P’
eppr(B) = B'. Masf(A) = A’; f(P) = P’ e f(B) = B’. Logo, pela
proposicad).0.7, temos quef = pp, .
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Como queriamos mostrar, temos que existem somente qumEisode isometrias
diferentes da identidade no plano. |

Além desse tipo de analise das isometriasRémé possivel analisa-las quanto a
sua orientacao, ao nimero de pontos fixos e as suas@guiac

Para conhecer um pouco sobre problemas de desenho gewnetriolvendo
isometrias, vide o livro da Cole¢ao do Professor de MatemaConstru@es Georatricas
do autor Eduardo Wagner.

Além do estudo das isometrias éRi, podemos também realizar o estudo das
isometrias enR? sob o ponto de vista geométrico.
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1. (Proposto por Edson Luiz Valmorbida, UFS@8)série harmbnica & definida
=1 , . - o
comoz —. Sabe-se que esta & uma série divergente (verifique!gjaursio
n

n=1

o0
. . 1 .
existe numero real/ tal que E — < M. Mostre que se retirarmos todas as
n

n=1

fracOes que possuem o algaristhentao a série torna-se convergente.
SOLU(;AO: (apresentada pelo proponente)

Comecamos considerando a seguinte soma parcial:

TJRUE O G
23456 78

€ notamos que:

I S Y
2374 56 7 877

Agora consideramos:

L1, 19
10 11" T8 10
.1+-1+ NI
80 81 U810

: , 9 -
Note que cada uma das linhas sera menorlﬂOue como temos oito linhas, a

o 9 .
soma de todas ficara menor cﬁj%. Sendo assim, temos:

14_1+ +1<9
10 11 77 18— 10 9
: <8 —
: - 10
1,1, 19
80 81 T 8 ~ 10

De forma analoga, se considerarmos as fragdes comlgé@ssmos no deno-
minador, obtemos:
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i + i + ...+ L <9, i

100 101 108 = 100 92

: <8

' - 102

R S SR

800 801 808 — 7100
Procedendo assim indefinidamente obteremos: )
O<S<8+89+8 92+89 4+..=8 1+9+92+9_5+ _

- 10 102 103 ' 10 © 10% 103 B

9 , .. .
8. Z (E) , em queS € a soma das somas parciais apresentadas acima, ou
n=0

. = [ 1 . :
seja,S = Z <—> sem as fracdes que possuem o algariSr(se analisarmos

n=1

as somas parciais apresentadas acima podemos notar qaetEsfque pos-
9 n
suem o algarism® sao desconsideradas). Notemos (E:e( 0) € uma
9 n=0
série geongtrica ondeE € positivo e menor qué, portanto ela converge.
Logo,

o0 9 n 1
8.2(1—0) =8. g | =80

n=0 1——

10

. =/ 9\"
ousejap < S <8. Z (1_0> = 80. PortantaS converge.
n=0

2. (Proposto por Arinio Vladimir Martins, UFSC)

Na figura os planos formam um angulo
agudoa. B € retanguloA & quadrado

e este quadrilatero tem um par de lados ~7------eonn--.
paralelos a reta comum aos planos. Se
0 quadradoi é a projecao ortogonal do
retanguloB, achar uma relacao entre 7
area ded e a area dés.
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SOLUCAO: (apresentada pelo proponente)

Do enunciado, podemos construir as seguintes figuras:

oA
a
I a a
a
\ b b
| a Az‘.
a
|
A a a
a
Fig.1 Fig.2 Fig.3 Fig.4
E ent&o, da figura 4 temos a relagées o = Iob=-2 —aseca
b cos

Portanto, are@) = a.b = a.a.seca = a®.sec a =ared A). sec

| aredB) =aredA).sec o |

Esta relagao pode ser usada para deduzir a formula da@énema superficie do
espaco, em termos de integral dupla. Neste contexto, o pgianima é tangente
a superficie e o outro plano & paralelo ao plano coordetag. Um exercicio
mais geral & encontrado em “Medida e Forma em GeometriaM)Si: Elon
Lages Lima e cujo enunciado (um pouco modificado) é: “Sdjaell’ planos
nao paralelos, F uma figura diine F’ a projecao de F sobi& (£ & o conjunto
dos pontos X', cada um dos quais & o pé da perpendiculaadbaicke um ponto
XemF) . Entdo, argd”) = c. aredF'), em que: = constante > 0"

A idéia da resolucgao do exercicio & decompor F em pespigriangulos:
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z
cosx = — 0Uz = cos«

aredR)=xz-yearedR' )=z -z
aredR')=xz-z=ux-y-cosa =(aredR)) - cosa

aredR') = c-areqR)
ondec = cos « = constante

aredF') =~ soma das areéR’) = c.(soma das areéR)) = c- ared F)
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Convidamos o leitor a enviar sol@ies dos problemas propostos e a sugerir Novos
problemas para as [iximas edifes. As melhores solbes sefio publicadas na
proxima edi@o e os autores receb@o um exemplar da mesma (Veja “Infornbes
Gerais”).

1. (Proposto pelo professor Marcelo Ferreira Lima Carvalhdr8C) Considere
~ 1000000001 2000000001

f ~J .
as rag0e 500000002 © 2000000002

2. (Proposto pelo professor Marcelo Ferreira Lima Carvalh&8C)Joana e Pe-
dro foram a uma papelaria. Ela comprou dois lapis e trésteare ele trés lapis
e duas canetas. Suas compras custaram, respectivameafg? ¥8ais. Quanto
custa um lapis nessa papelarfaBS: Resolva o problema sem utilizar sistema
de equades lineares.

Qual delas & maior?

3. (Proposto pela Revista: retirado do livro “A Caixa de Pandata Matenatica”
de Brian Bolt)Os algarismod, 2,3, ...,8,9 podem ser dispostos de muitas
maneiras de modo a formar um nimero de quatro algarismos@ dricinco
algarismos. Contudo, apenas uma dessas maneiras maxirséa groduto.
Consegue descobri-la?

4. (Proposto pela Revista: adaptado do livro “100 Jogdsjicos” de Pierre Ber-
loquin) Um general tenta escolher um cozinheiro dentre 625 valiastaMan-
da-os formar um quadrado com 25 linhas e 25 colunas. Manda& gaais
alto de cada linha e escolhe o mais baixo dentre eles. Dapaoia de idéia.
ApoOs regressarem aos seus respectivos lugares, mandarssis baixo de cada
coluna e escolhe o mais alto dentre eles. Sendo diferenggi®sozinheiros
escolhidos, qual deles & o mais alto?

5. (Proposto pela graduanda Thiane Pereira P. Coliboro, UFS@) problema
bastante conhecido no meio matematico & o “Problema dasr@Quatros”,
gue consiste em formar uma expressao que seja igual a ueraimeiro dado
utilizando apenas quatro algarismbe sinais matematicos. Alem disso, a ex-
pressao nao pode conter nenhum simbolo algébrico quadvarietra, tais como

log, lim, etc. Por exemplo, o nimero zero pode ser escrito come 44 e o

, 4x4+4
nimero5 como———.

Este problema pode ser encontrado no li@Homem que Calculavade
Malba Tahan, pseuddnimo do professor carioca JulioIGisMello e Souza.
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Agora, pensemos em uma interessante variagdo: escrevafionero natural
dado utilizando apenas os algarismos de um determinado asmperacdes
+, —, X, + e raiz quadrada, aléem de parénteses. Sera que vocégoenss
crever os nimeros de 0 a 30 utilizando os algarismo do an8,18% de
criacdo da Olimpiada Regional de Matematica de Santari@a? Uma dica
pra comecar: existem nimeros que podem ser escritosries ¥armas, por
exemplo36 =19 +9+8e36 = (1 + 8 ++9) x V9.
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Resultados de participantes da ORM em outras olimfadas -
2006/2008

Gustavo Lisbda Empinotti - Florian 6polis
Medalha de Ouro na Olimpiada Regional de Matematica erii @9¥el 2)
Medalha de Prata na Olimpiada Brasileira de Matematica@®s (Nivel 1)
Medalha de Bronze na Olimpiada Brasileira de Matematic2@07 (Nivel 2)
Medalha de Bronze na Olimpiada de Matematica do Cone S8 - Temuco,
Chile
Hugo Diehl de Souza - Cricima
Mencao Honrosa na Olimpiada Brasileira de Matematic2e07 (Nivel 1)
Leonardo Goncalves Fischer - Fraiburgo
Medalha de Bronze na Olimpiada Regional de Matematica@di iNivel 2)
Mencao Honrosa na Olimpiada de Maio em 2006 (Nivel 1)
Lucas Finger Roman - Florianbpolis
Medalha de Prata na Olimpiada Brasileira de Matematica@®@ (Nivel 1)
Natan Cardozo Leal - Sio Bento do Sul
Menc¢ao Honrosa na Olimpiada Regional de Matematica@0i 2Nivel 3)
Medalha de Prata na Olimpiada Brasileira de AstronomiateA&utica (Nivel 3)
Medalha de Ouro na Olimpiada Brasileira de MatematicaEgaslas Pulicas (Nivel
2)
Nicolas Fernandez Leifio - Florianopolis
Medalha de Bronze na Olimpiada Regional de Matematica@di @Nivel 1)
Medalha de Bronze na Olimpiada Brasileira de Matematic2@07 (Nivel 1)
Renan Henrique Finder - Joinville
Medalha de Ouro na Olimpiada Regional de Matematica erfi 20¥el 2)
Medalha de Bronze na Olimpiada de Maio em 2006 (Nivel 2)
Medalha de Ouro na Olimpiada Paulista de Matematica e @di¥el Gama)
Medalha de Ouro na Olimpiada de Matematica do Cone Sul €n 20
Medalha de Prata na Olimpiada Internacional de Matemafi¢adri, Espanha
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Envio de Problemas e Soluges

A secao de problemas propostos e solu¢bes € uma sig@mica. Contribua
propondo problemas ou enviando-nos suas solu¢des dgugugdroblema proposto.
Os problemas nao devem exigir, de preferéncia, conteetldanatematica de nivel
universitario, porem podem ter solu¢des alternatis#do estes contetdos.

Envio de Artigos

Professores do ensino fundamental e médio, professoressitarios, bem como
alunos de graduacao e pOs-graduacgdo estdo congidadoviar seus artigos para a
revista.

Artigos submetidos para publicacdo serao analisadascpenissao editorial. Os
artigos devem abordar os temas de forma clara e nao eminente técnica e nao
devem necessitar, como pré-requisitos, conhecimentomtiematica de nivel univer-
sitario.

Nao ha exigéncia de um editor de texto em particular me&s) o autor conheca e
utilize o BTEX, entdo o artigo podera ser submetido neste formato.

Cadastramento

Diretores, coordenadores e professores de matematicdegggarem que seus
alunos participem das olimpiadas (OBM e ORM) devem caalastragscolas Ex-
iste um periodo em cada ano para cadastramento na OBM.aEstadastradas nos
anos anteriores permanecem cadastradas na OBM nos anegigeies, exceto se
for feita uma chamada para recadastramento. Ja para a ORMEciso fazer um
recadastramerio todoano, havendo também para isso um periodo em cada ano (ver
a nossa pagina).

Alunos interessados em participar das olimpiadas devéinitaoa seus profes-
sores de matemética que cadastrem a escola. Lembramasajie@adas de matematica
sao feitas para os alunos, n&ndo uma competicao entre escolas. Assim sendo,
espera-se que as escolas estimulem seus alunos a paHiqiparno minimo, apoiem
agueles alunos que assim o desejarem.

Como adquirir a revista

Esta revista esta sendo distribuida gratuitamente asdiseescolas do estado de
Santa Catarina (um exemplar por escola). Escolas que o@baeam a revista podem
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nos solicitar o envio da mesma.
Além disso, a revista & enviada as universidades fezlbrasileiras (um exemplar

por IES), por intermédio da Biblioteca Universitaria dBSC.

Erramos
Na Revista A5, devem ser observadas as seguintes alteragoes:

e Pagina 31: Devemos ter,
S=2(n—1)(n+1)+4n+1)=2(n+1)>

Em vez de,

S=2n—1)(n+1)+4(n+1)=2(n+1)(3n+1)

Fale Conosco
Entre em contato conosco para esclarecer suas diuvidasugestdes ou fazer
correcdes por:
— Nosso site: www.orm.mtm.ufsc.br
— Telefone/Fax: (48) 37216809 (PET - Matematica)
—e-mail: orm@pet.mtm.ufsc.br
— Endereco: PET - Matematica
Departamento de Matematica - CFM
UFSC
Campus Universitario - Trindade
88040-900 — Florianbpolis/SC
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