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Apresentacao

No ano em que langamos o quinto nimero desta revista comemoramos a realizagao
da X Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina (ORM). Nesses dez anos
houve uma evolugao razoavel. De 800 participantes de 7 escolas em 1998, passamos a
16000 participantes de 263 escolas do estado em 2007. Isso sem contar os resultados
em outras olimpiadas. Alunos de Santa Catarina j4 obtiveram duas medalhas de ouro e
cinco de prata (e mais algumas de bronze e menc¢des honrosas) na Olimpiada Brasileira
de Matematica (OBM), e um aluno foi medalhista de ouro na Olimpiada do Cone Sul,
uma olimpiada internacional.

Esta revista € o resultado de um projeto de extensao do Departamento de Ma-
tematica da Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC), inteiramente realizado
por alunos bolsistas do Programa de Educacao Tutorial (PET) do Curso de Matematica,
alunos com bolsas de extensdo do projeto da ORM e com a participagdo de professores
daquele departamento. Ela foi totalmente financiada (custos de edi¢ao) pelo Conselho
Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPq), que também finaciou
parte da X ORM.

Neste quinto nimero, sdo discutidas as provas da 2% fase da IX Olimpiada Regional
de Matemdtica de Santa Catarina (ORM), realizada em 2006, com suas respectivas
solugdes. Quatro artigos sdo aqui apresentados: dois deles escritos por ex-integrantes
do PET, e dois artigos escritos por professores do Departamento de Matemdtica da
UFSC. A revista apresenta ainda as se¢des de problemas propostos e de solugdes de
problemas propostos anteriormente.

Esta revista € distribuida gratuitamente as escolas que ja participam e aquelas in-
teressadas em participar da ORM. Mantemos a expectativa de que, através das bi-
bliotecas dessas escolas, um grande niimero de estudantes possa ser atingido, e que
o interesse por esse tipo saudavel de competicio aumente cada vez mais em nosso
estado e em todo o pais.

Floriandpolis, 1 de dezembro de 2007.

José Luiz Rosas Pinho

Coordenador da Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina
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Nivel 1

1. Considere a seqiiéncia numérica:

26, 2006, 202606, 20200606, ....

cujo primeiro nimero € igual a 26 e onde sdo introduzidos, para os nimeros
seguintes, alternadamente dois zeros entre os algarismos 2 e 6 centrais, e 26
entre os dois algarismos zero centrais. Acima estdo os quatro primeiros nimeros
dessa seqiiéncia.

Calcule a soma de todos os algarismos do 2006° niimero da seqiiéncia.

2. Com dois tipos de blocos, um no formato de um U, e outro retangular, cons-
truimos ordenadamente 1000 pecgas. As trés primeiras sdo mostradas abaixo:

1? peca 2% peca 3% peca

ain

Calcular o nimero de retdngulos que serdo utilizados na 1000? pega.

3. Listar todos os niimeros palindromos de 5 algarismos que sdo pares e divisiveis
por 3, e cuja soma de seus algarismos seja um nimero palindromo. (Observagao:
um nimero ¢ dito palindromo quando lido da esquerda para direita e lido da
direita para a esquerda resulta no mesmo nimero; por exemplo, 14741 é um
nimero palindromo de cinco algarismos, e 5335 € um palindromo de quatro
algarismos).

4. Em um pais os gatos falam, e se alimentam somente de camundongos. No pais
s6 ha dois tipos de camundongos: pretos e brancos. Em uma casa do pais ha
trés gatos: Chatun, Chadé e Chatrud. Eles sdo gatos muito especiais. Chatun
come somente camundongos pretos na segunda, quarta e sexta-feira, e brancos
nos outros dias da semana. Chadé come camundongos pretos na terc¢a, quinta
e sdbado, e brancos nos outros dias da semana. Chatrud come camundongos
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IX ORM (2006)

pretos nos dias da semana que comecam com “‘s”, e brancos nos outros dias da
semana.

Em um certo dia cada um dos gatos fala uma frase.

Chatun diz: “Comi um camundongo branco ontem”.

Chadé diz: “Comi um camundongo preto ontem”.

Chatrud diz: “Nao comi um camundongo branco ontem”.

Que dia da semana € esse?

. Uma bandeira retangular contém o desenho
de uma cruz que € obtida dividindo-se os la-
dos desse retingulo em quatro partes iguais e
tracando-se duas faixas, conforme a figura ao
lado.

Calcular a razdo entre a drea da cruz cinza e a
drea da bandeira.

Voce Sabia? Celebrou-se em 2007 o tricentenério do nascimento de
Leonhard Euler (1707-1783). Este prolifico e muitissimo influente
matematico (‘o mestre de nés todos”, como lhe chamava Laplace) € autor
de contribucdes importantes em todas as dreas da Matemadtica e da
Fisica-Matematica do seu tempo. Entre as descobertas matematicas de
Euler contam-se: (1) a soma (infinita) dos inversos dos quadrados dos
numeros naturais é %2; (2) dado um poliedro convexo com V vértices, A
arestas e F faces, V - A + F =2. Também é famosa a relagdo de Euler,
e'™ + 1 = 0, que engloba as cinco mais importantes constantes
matematicas: 0, 1, ¢, e e w. Euler € ainda o criador da teoria dos grafos,
que teve origem no seu artigo sobre o problema das sete pontes de
Konigsberg. O problema consistia em passear pelas ruas da cidade
prussiana de Konigsberg (a atual cidade russa de Kaliningrado) passando
cada ponte uma e uma s6 vez de maneira a terminar no ponto de partida.
Euler provou que o problema nao tem solu¢do. Mais informagdes consulte
http://cmup.fc.up.pt/cmup/Euler/
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Nivel 2

1. Uma vasilha V; contém uma mistura de 9 litros de vinho e 12 litros de 4gua;
outra vasilha V5 contém uma mistura de 18 litros de vinho e 6 litros de dgua.
Com o conteudo das duas vasilhas queremos obter, em uma terceira vasilha ini-
cialmente vazia, 18 litros de mistura com partes iguais de vinho e dgua. Nestas
condigdes, quantos litros devem ser tomados da vasilha V;?

2. Um octégono (poligono de oito lados) tem todos os seus angulos internos iguais
a 135, e quatro de seus lados consecutivos medem respectivamente 6, 2, 8 e 5.
Sabendo-se que os quatro lados seguintes medem respectivamente z, y, £ € y
(veja a figura abaixo), calcule o perimetro desse octégono.

3. Considere a seqiiéncia numérica:

26,

2006,
202606,
20200606,

cujo primeiro nimero € igual a 26 e onde sdo introduzidos, para os nimeros
seguintes, alternadamente dois zeros entre os algarismos 2 e 6 centrais, e 26
entre os dois algarismos zero centrais. Acima estdo os quatro primeiros nimeros
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IX ORM (2006)

dessa seqiiéncia.
Calcule a soma de todos os algarismos do 2006° niimero da seqiiéncia.

4. Se n > 20, provar que existem nimeros inteiros a e b, maiores ou iguais a zero,
tais que

3a+11b =n.

5. Encontre todos os nimeros palindromos de cinco algarismos que sdo quadrados
de nimeros palindromos. (Observag¢do: um nimero € dito palindromo quando
lido da esquerda para direita e lido da direita para a esquerda resulta no mesmo
nimero; por exemplo, 14741 é um ndmero palindromo de cinco algarismos, e
5335 € um palindromo de quatro algarismos).
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Nivel 3

1.

Dois recipientes cilindricos, A e B, de raios 74 e 7 g, respectivamente, contém
dgua até a mesma altura. Se metade da dgua de A for passada para B, cria-se
uma diferenca de 10 cm entre os novos niveis em A e B. Além disso, se na
situacdo inicial a metade da dgua de B for passada pﬁlra A, a diferenca entre os

L. . . A
niveis passa a ser de 40 cm. Determine o quociente —.
B

Em um quadrado de lado 40 cm sdo tracados dois arcos de
circunferéncia: um deles, com centro no ponto médio de |-
um dos lados desse quadrado; e o outro, com centro em
um dos vértices do lado oposto aquele lado (veja figura ao
lado). Sabendo-se que os dois arcos s@o tangentes, que o
raio do arco de circunferéncia inferior € menor ou igual
a 20 cm, e o arco superior tem raio menor ou igual a 40
cm, calcule as medidas desses raios de modo que a area
sobreada seja maxima.

Sejam m e n dois inteiros positivos tais que m < n. Prove que

1 1 1
—+ ——+ ...+ =
m m+1 n

nao pode ser um nimero inteiro. (Sugestdo: Tente argumentar que esta soma
é uma fracdo que, na forma irredutivel, tem numerador impar e denominador
par).

Seja o polindmio P(z) = ax® + bx? + cx satisfazendo a propriedade
P(x +1) — P(z) = 22, para todo z.

Calcule os coeficientes a, b e c.
Use a propriedade acima para calcular a soma

12 422 + .. +n?,

em fungdo de n.

Considere a seqiiéncia numérica:
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IX ORM (2006)

26,

2006,
202606,
20200606,

cujo primeiro nimero € igual a 26 e onde sdo introduzidos, para os nimeros
seguintes, alternadamente dois zeros entre os algarismos 2 e 6 centrais, e 26
entre os dois algarismos zero centrais. Acima estdo os quatro primeiros nimeros
dessa seqiiéncia.

Calcule a soma de todos os algarismos de todos os niimeros, do primeiro até o
n-ésimo nimero (o nimero que estd na posi¢cdo n) dessa sequéncia, em fungdo
de n.
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Gabarito Nivel 1

1. Primeiramente vamos analisar o comportamento desta sequéncia.

O primeiro termo (26) tem oito como soma de seus algarismos. Agora, para
formar o segundo termo (2006), acrescentamos dois zeros entre os algarismos
2 e 6, o que ndo altera a soma dos algarismos. Para formar o terceiro termo
(202606), acrescentamos 26 entre os dois algarismos zero centrais, alterando,
assim, a soma dos algarismos para 16. Ou seja, os termos de ordem par tém a
mesma soma de algarismos dos termos de ordem impar que os precedem. Veja

a tabela:
TERMOS SOMA DOS ALGARISMOS
1° termo 26 8
2° termo 2006 8
3° termo 202606 2x%x8
4° termo 20200606 2x%x8
5° termo 2020260606 3x8
2006° termo 1003 x 8

Assim, a soma dos algarismos do 2006° termo é 1003 x 8 = 8024.

2. A primeira peca tem 2 blocos em U mais um retangulo.

Total: 3 = 3 x 1 blocos.

A segunda peca tem 2 blocos em U mais 4 retangulos.

Total: 6 = 3 x 2 blocos.

A terceira peca tem 2 blocos em U mais 7 retangulos.

Total: 9 = 3 x 3 blocos.

A peca k terd 3k blocos, dos quais 2 sdo em U.
A 1000 peca terd 3 x 1000 = 3000 blocos, dos quais 2 sdo em U. Portanto,
3000 — 2 = 2998 blocos sdo retangulares.

3. Um nimero palindromo de cinco algarismos é da forma: abcb a

Para os pares: a €2, 4, 6

ou 8.

Para os divisiveis por 3: 2a + 2b + ¢ € multiplo de 3.
2a + 2b + ¢ é um palindromo.
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IX ORM (2006)

A soma dos algarismos é um palindromo de 2 algarismos, entdo devemos ter
11, 22, 33 ou 44, pois o valor maximo desta soma € 9 x 5 = 45.
Além disso, a soma deve ser multiplo de 3, ou seja

2a +2b+c = 33.

Paraa=2; 2———2

2 X 24 2b+ c = 33, entdo 2b + ¢ = 29, o que ndo pode ocorrer ji que a soma
maxima possivel € 27, ou seja, 3 x 9. Portanto, ndo temos nimeros palindromos
coma = 2.

Paraa=4; 4———4
2x4+4+2b+c=33,entdo 2b + c = 25. Assim,b = 9ec=T7oub=8e
¢ = 9. Temos entdo dois nimeros palindromos: 49794 e 48984.

Paraa =6; 6 ———6

2Xx6+2b+c=33,entdo 2b+c =21. Assim,b =9ec=3,b=8ec =235,
b=T7ec=Toub=6ec=9. Temos entdo quatro nimeros palindromos:
693936, 68586, 67776 e 66966.

Paraa=8; 8 —— —8
2x8+2b+c=233,entao 2b+c=17. Assim,b=8ec=1,b=Tec =3,
b=6ec=5,b=5ec=7oub=4ec=09.

Temos entdo cinco nimeros palindromos: 88188, 87378, 86568, 85758 e 84948.

Se a soma dos algarismos for um niimero de um algarismo (que € palindromo!),
entdo tal soma deverd ser 3, 6 ou 9 (para que o niimero seja divisivel por 3).

Mas a soma dos algarismos deve ser maior ou igual 4 (pois a é, no minimo,
igual a 2). Entdo a soma devera ser 6 ou 9.

Se a soma for 6 entdo a s poderd ser 2; 2 — — — 2
2x2+2b+c=6,entao2b+c=2. Assim,b=0ec=2oub=1ec=0.
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Temos entdo dois nimeros palindromos: 20202 e 21012.

Se a soma for 9, entdo a podera ser 2 ou 4:
Paraa=2; 2———-2

2x2+2b+c=9,entdo2b+c=>5. Assim,b=0ec=5,b=1ec=3o0u
b=2ec=1.

Temos entdo trés ndmeros palindromos: 20502, 21312 e 22122.
Paraa =4; 4———4

2x4+2b+c=9,entdao 2b + c = 1.

Assim, b = 0 e ¢ = 1. Temos entdo um nimero palindromo: 40104.

Entdo, os nimeros palindromos sdo: 49794, 48984, 693936, 68586, 67776,
66966, 88188, 87378, 86568, 85758, 84948, 20202, 21012, 20502, 21312,
22122 e 40104.

. Como Chatum diz que comeu um camundongo branco ontem, entdo hoje deve
ser segunda, quarta, sexta-feira ou domingo.

Como Chadé diz que comeu um camundongo preto ontem, entio hoje deve ser
quarta, sexta-feira ou domingo.

Como Chatrud diz que ndo comeu um camundongo branco ontem, entdo hoje
deve ser terga, sexta-feira ou domingo.

Observando a tabela:

Gatos |S | T|Q|Q|S|S|D
Chatun | x X X X
Chadé X X X
Chatrua X X | X

Portanto, hoje é domingo.
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IX ORM (2006)

5. Sabemos que a bandeira tem formato retangular, que seus lados foram divididos

em quatro partes iguais e que foram tracadas duas faixas, conforme a figura:

La
4
1
—b
b 4
a
1 Solucdo:
Assim, a drea do retdngulo é: a X b.
E, portanto a drea da cruz sera:
1 1 1 1
Zab—&- Zba— Za X Zb_
1 1 8 1 7

= —ab— —ab= —ab— —ab= —ab.
2 16 16 16 16

Entdo, a razdo entre a area da cruz e a area do retangulo é:

7
Area da Cruz 16

Area do Retangulo ~ ab 16°

ab 7

2% Solucao:
A . A 1 1 .
No retangulo ha 16 retangulos menores de lados 1% e Zb' Destes, 9 ndo fazem

7
parte da cruz (parte braca) e 7 fazem parte da cruz. Portanto, a razdo é 6"
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Gabarito Nivel 2
1. Na vasilha V; encontramos 21 litros da mistura vinho-4dgua (9 litros de vinho
e 12 litros de 4gua). A propor¢do vinho/dgua nesta vasilha € 9:12. Assim, se
. . 3 . . 12 4
tomarmos x litros da vasilha V; teremos ﬁx = ?x litros de vinho e ﬁm = ?x
litros de agua.

Na vasilha V5 encontramos 24 litros da mistura vinho-agua (18 litros de vinho
e 6 de dgua) na proporcdo 18:6. Assim, se tomarmos y litros da vasilha V5

t L litros de vinho e 2y = -y litros de 4
eremos —y = — itros de vinnoe —y = — 1tros de agua.
24Y = 1Y 24Y = 1Y g

Queremos formar uma nova mistura, de volumes x e y das vasilhas V; e V5
respectivamente, com volume 18 litros, entdo,

z+y=18 €))
Nessa mistura, a propor¢do vinho e dgua é 1:1, ou seja,
4

+§ =z Jr1 ou _2 2)
TR Tt Ty V=g

| w

2
De (1) e (2) obtemos: z + ZT = 18, portanto, =z = 14 litros.

2. O octégono estd inscrito em um retangulo cujos lados opostos contém os lados
de medida 5 e de medida y (oposto ao de medida 5) do octégono, e os lados de
medida 2 e y (oposto ao de medida 2) do octégono (veja a figura abaixo):

Revista da ORM/SC n° 5, 2008



22

IX ORM (2006)

Isto porque os angulos Z/BAI, ZABI, ZCDJ e ZDCJ medem 45° e, por-
tanto, I = J = 90°.
Entao,

6
IJ:IB+BC+CJ=T\[ 2+—_3\/2+2+4 2=2+7V2

(oslados I B e CJ sdo calculados usando-se o Teorema de Pitagoras nos triAngu-
los retangulos AABI e ADCJ).

Além disso,

2 2
LK:LG+GF+FK=%+y+%=y+x\/§.

Como LK = IJ, temos:
y+avV2=2+7V2

Por outro lado,

5 3
IL:IA+AH+HL:%+y+x\Tf

62 5
JK:JD+DE+EK:T\[+y+x\T[

Como IL = JK, temos:

2
3\/§+y+%——

V2
,ou
2

y=5+2 3)
Substituindo-se o valor de y em (3) na equacgdo y + 2v/2 = 2 + 7+/2 obtemos
V2=24T7V2—y=2+7V2-5-V2=-3+6V2, ou
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3V2
2z =—-3vV2+12, ou sz—T\/_ 4

Assim, de (3) e (4) temos o perimetro do octégono:

W=6+2+84+5+20+2=21+12-3vV2+10+2V2=43 -2

. No primeiro niimero da seqiiéncia, o 26, a soma dos algarismos é:

2x14+46x1=8

A mesma soma ocorre no segundo nimero, o 2006.
J4 no terceiro e no quarto nimero da seqiiéncia a soma é:

2x246%x2=16=8x2

De uma maneira geral, a soma dos algarismos dos nimeros de ordem 2k — 1 e
2k (impares e pares consecutivos) é

2xk+6xk=28k

Por exemplo, para o nimero de ordem 7°, ou seja 2 x 4 — 1, portanto k = 1,
temos a soma dos seus algarismo igual a 8 x 4 = 32

Assim, no 2006°, que é de ordem 2k, a soma sera:

8x¥:8x1003:8024.

. Observe a equagdo 3a + 11b = n, para:

n = 20 aequagdo é: 3a + 110 = 20, que tem uma solu¢do, a =3 e b = 1.

n =2l aequagdo é: 3a+ 110 = 21, com solugdoa =T7e b = 0.

n = 22aequacdo é: 3a+ 11b = 22,com solugdoa =0e b = 2.

Usaremos agora o seguinte resultado: se a, b e ¢ s@o tré€s nimeros inteiros conse-

cutivos, entdo um deles é multiplo de 3. Se isto ndo fosse verdadeiro a diferenca
entre 0 menor multiplo de 3 maior do que ¢ = a + 2 e o maior multiplo de 3
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menor do que a (portanto entre dois multiplos consecutivos de 3) seria maior do
que 3, o que € absurdo.

Entdo, se n > 22, n — 22, n — 21 e n — 20 s@o trés inteiros consecutivos po-
sitivos. Portanto, um deles serd multiplo de 3, ou seja, da forma 3k. Assim, se
n > 22, n serda da forma n = 20 4+ 3k, oun = 21 + 3k oun = 22 + 3k.

Sen =20+3k ,a =3+ keb=1serdo solugdes maiores ou iguais a zero
da equacdo.

Sen =21+3k ,a=7+ keb =0 serfio solu¢des maiores ou iguais a zero
da equacdo.

Sen =2243k ,a =keb = 2serdo solu¢cdes maiores ou iguais a zero da
equagao.

Logo, existem niimeros inteiros a e b tais que 3a + 116 = n para n > 20.

. Observemos inicialmente que um nimero de cinco algarismos s6 podera ser

quadrado de um ndmero de trés algarismos, pois (99)2 = (100—1)? = 10000 —
—200 + 1 = 9801, que ndo tem cinco algarismos, e (1000)? = 1000000 tem
mais de cinco algarismos.

Consideremos entdo o quadrado de um nimero palindromo de trés algarismos
aba , onde a e b sdo algarismos e a # 0. Entdo:

n = (aba)? = (100a+10b+a)? = 10000a® +100b> + a2 +2000ab+ 200a? +
+20ab = 10201a? + 1006 + 2020ab.

Observe agora que a s6 poderd ser 1, 2 ou 3, pois (400)? = 160000 ja tem seis
algarismos. Entao:

Sea=1: n=10201+ 100b* + 20200

b=0 = n=10201=(101)2

b=1 = n=10201+ 100 + 2020 = 12321 = (111)?

b=2 = n=10201+ 400 + 4040 = 14641 = (121)?

b=3 = n=10201+ 900 + 6060 = 17161 (ndo é palindromo)
b=4 = n=10201+ 1600+ 8080 = 19881 (nio é palindromo)
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Se b > 5 entdo n terd 1 na casa da unidade e um algarismo maior do que 1 na
dezena de milhar, e portanto n ndo serd palindromo.
Sea=2: n =40804 + 100b? + 4040b

b=0 = n=40804 = (202)?
b=1 = n=40804+ 100 + 4040 = 44944 = (212)*
b=2 = n =40804+ 400+ 8080 = 49284 (ndo ¢é palindromo).

Se b > 3 entdo n terd 4 na casa da unidade e um algarismo maior do que 4 na
dezena de milhar.
Sea=3: n=91809 + 100b? + 6060b

b=0 = n=91809 (ndo é palindromo)
b=1 = n=091809 + 100 4 6060 = 97969 (ndo é palindromo).

Se b > 2, n terd mais do que cinco algarismos.
Portanto os ndmeros sdo: 10201, 12321, 14641, 40804, 44944.

Revista da ORM/SC n° 5, 2008



26 IX ORM (2006)

Gabarito Nivel 3

1. Sejam: r 4 oraio do recipiente A, rp o raio do recipiente B, x a metade da altura
dos recipiente A e B, h 4 a altura assumida pelo liquido passado do recipiente B
no recipiente A e hp a altura assumida pelo liquido passado do recipiente A no
recipiente B. Assim,

ot SEp®
){ \ [)HhB
S5
A B
7T7’124.’,E = WTZB}LB
r+hg = 10=hgp=10—=x
— 22 =1r23(10 — z) = 2(rd + 1) = 103, (1)
=
| x+h, }
X
S5
A B
mrix = 7wriha
z+hys = 40=>h4=40—2x
— 13z =13 (40 — z) = z(rd +rp) = 4072, (2)
Dividindo (2) por (1):

ra\2 T 1
4<A> =1=-2=_
B rB 2
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Sejam x e y os raios do semi-circulo inferior e do
quarto de circulo superior, respectivamente. Entdo

D C
x+y=DM.
Mas, AD? + AM? = DM? , ou
y
40% 4202 = DM?, ou
. DM? = 1600 + 400 = 2000
A M B

DM = /2000 = /400 x 5 = 20v/5.

Assim, z +y = 20v/5. (1)

Agora, a soma das dreas do semi-circulo e do quarto de circulo é:

Queremos achar x e y de modo que S seja minima (pois a drea hachurada deve
ser mdxima). Entdo, de (1) temos y = 20v/5 — z. Levando em (2) obtemos:

2

S=8@x)=n=

2 4 2

[xQ (205 — x)Z] i [xQ | 2000+ 2% 40\/53:] B
2 4 B B

i lsﬁ — 40v/5z + 2000]
: .

2 2
S sera minima quando o polinémio p(z) = 52% — 40v/5 + 2000 for minimo.
Isto ocorre no vértice da pardbola que pode ser encontrado da seguinte forma:
40v/5 2000
322 — 40v/5z + 2000 = 3 [gﬁ - T\f;v + 31 =

2 2
205 2000 2000 20v/5 4000
- _2voy 2 A e S i | 5
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4000
> —.
-2

205

A igualdade ocorre se, e somente se, t = ——.

3
2 4
Entio y = 20[, 07\/5 — M
3 3
20v5 40v/5
A resposta é: x = T\fm e y= T\[m (Observe que y = 2x).

. Como m < n, pelo menos um dos inteiros entre m e n (incluindo m e n) é par.

Escrevendo cada nimero inteiro de m até n na sua decomposicido em fatores
primos, existird pelo menos um niimero cujo expoente de 2 ¢ o maior possivel
(um ndmero par, € claro).

Afirmamos que existe um Unico nimero de m até n com expoente maximo da
poténcia de 2 em sua decomposi¢do em fatores primos. Suponhamos que isso
ndo ocorra, ou seja, suponhamos que existam inteiros k e [, com 0 < k£ < [, tais
quem—+I<n,m+k=ax2% m+1=>bx 2" e x expoente maximo (inteiro
positivo) de 2.

Entdo, como a e b sdo impares e a < b, existirdA um ndmero par ¢, tal que
a < c<b Sejac=2Y xd. Logocx 2% = d x 2*Y serd um ndmero entre
m e n com expoente da poténcia de 2 maior do que o expoente em m + [ ou
m + k, o que é uma contradigdo.

Sejaentdo p X 2 = m + 1, m < p X 2° < n, o nimero com maior expoente
(2) da poténcia de 2. Entdo o minimo miltiplo comum de m, m+1,--- , n serd
da forma 2% x ¢, onde g é impar.

2% x
Entdo os nimeros da forma +q’ 0 < j < n — m, serdo pares, exceto o
m+]
. 2% x q
numero . Segue-se que:
T
2% x 2% x 2% x 2% x
_m m+ 1 m-+r n
— 4+ ==
m  m+1 n 2% X q

Mas entdo o numerador dessa fracdo € impar e o denominador serd par. Logo,
a soma ndo é um ndmero inteiro.
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4. Como P(z) = ax® + bx? + cx, entdo:

Plz+1) = alz+1)2+bz+1)2+cz+1)=
= a(2®+322 +32+1) +b(2* + 20+ 1) +c(z+1) =
= ar®+ (3a+ b2+ (Ba+2b+c)r+ (a+b+c).
Logo,

Pz +1) - P(X) ar® + (3a+b)2* + (3a+2b + )z + (a + b +c) —

—az® — bx? —cx =

3ax? + (3a + 2b)x + (a + b+ c).

Por outro lado, como P(z + 1) — P(z) = 22, entdo:

1
3a¢ = 1 a = 3
3a4+20 = 0 = b o~ 3, —
a+b+c = 0 2
¢c = —(a+Db)
1 a = 1
a = = 3
3 1
- © - 3 2)° 6 ) 6
1 1 1
Portanto, P(z) = gx?’ - 53:2 + 5

Agora, temos para m € N, em particular, que m? = P(m + 1) — P(m), de
modo que:

n?+(n—17224 - +224+1% =
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P(n+1)—P(n)+ P(n)—P(n—1)+---+ P(3) — P(2) + P(2) —

—P(1) =
= P(n+1)—PQ1)=
1 1 1 1 1 1
_ 13— = N2+ = N _2_
3(n+) 2(n+)+6(n+) 3+2 5
1 1 1 1 1
= n—3—|—n2+n—n—2—n—|—ﬁ—
3 2 6
_ o n_
3 2 6
_ 2n3 +3n% +n
N 6
Por exemplo, tome n = 5:
12422432442 452 =144+9416+25=055, ¢
2><53+3><52+5_2><125+3><255_250—1—75—&—5_@_55

6 B 6 6 6
como esperado.

. Sejam Sy, 59, ..., S, as somas dos algarismos do primeiro, do segundo, ... ,

do n-ésimo termo da seqiiéncia, respectivamente. Entao:

Si = Sy 1x(2+4+6) = 8
Sg = S4 2x8 = 16

55 = S@ 3 x8 = 24

Se n for par entdo S,_1 = 5, = g x 8.
1
Se n for impar entdo S,, = % x 8.

Assim, se n for par, a soma pedida S sera:
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S:Sl+-~-—|—5n:2x(8+16+~-~+g><8):2><8(1+2+--~+n

n\ n
1 f)f
(145
2

2 :4n<1+g> = 2n(n +2).

|
~—
|

=16 x

Se n for impar, entdo a soma S sera:

-1 1
S:Sl+Sg—|—-~-+Sn_1—|—Sn=2><8<1—|—2—|—~--+nT>+n_2‘_ X8 =

=16x (1 ”221> % +4(n+1) = 4(n—1) (1 + ”T_l) +4(n+1) =

=2(n—1)(n+1)+4n+1)=2n+1)3n+1).
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Premiados

(em ordem alfabética por nivel e por medalha)

Nivel 1
Ouro
e Daniela Weingirtner (Escola Bardao do Rio Branco)
Prata
e Aline Nass Fortini de Oliveira (Colégio Barddal)
e Caio Fraga Luz (Colégio Catarinense)
e Eduardo Stiihler Neves (E. M. Presidente Castello Branco)
e Julia Hoffmann Buratto (Colégio Catarinense)
e Julyan Figueredo Martins (Centro Educacional SATC)
e Matheus Henrique Stofela Sarolli (Colégio Sinodal Ruy Barbosa)
e Miguel Bauschat (Escola Bardo do Rio Branco)
e Miryan Yumi Sakamoto (Colégio da Lagoa)
o Nathalia Pereira (Colégio de Aplicacio UNIVALI)
e Tiago Luiz Tambosi (Colégio Catarinense)

Bronze

e Adriana Cristina de Vasconcellos e Silva (Educandario “Imaculada Concei¢ao”)

Bernardo Peressoni Vieira (Colégio Catarinense)

o Bruno Toshi Agava (Colégio Cenecista José Elias Moreira)

Felipe Gongalves de Oliveira (Colégio Cenecista José Elias Moreira)

Tana Mabel De Marco Fazzioni (Colégio Barddal)
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José Gustavo Zanis Dias de Oliiveira (Colégio Sinodal Ruy Barbosa)
Lucas Madeira (Colégio Salesiano Itajai)

Pedro Lufiego da Luz (Colégio Cenecista José Elias Moreira)

Renan Marcelo Conte (CEFRALI - Centro Educacional Fraiburgo Ltda)

Rogério Schiefler Kleis (E. E. B. Professor Mario de Oliveira Goeldner)

Mencao Honrosa

Alessandra Elisa Thomsen (Colégio Cenecista José Elias Moreira)
Bruno Silveira Ferrari (Centro Educacional Menino Jesus)

Bruno Staffen (E. E. B. Orestes Guimaraes)

Caio Henrique Amaro (Colégio Tupy - SOCIESC)

Cristiano Melillo Bittencourt (Colégio Catarinense)

Daniel Paulo Silveira (Colégio Alpha Objetivo)

Elisa Cordeiro Nauck (Centro Educacional Menino Jesus)
Emmanuel Schlickmann (Colégio Santo Antdnio)

Enrico de Fransceschi Hoefel (Escola Sarapiqud)

Evair da Silva Borges (E. B. Prof. Neri Brasiliano Martins)
Gabriel Cara Soares (Colégio Tupy - SOCIESC)

Julia Vivanco Bercovich (Colégio da Lagoa)

Lucas Rodrigues de Souza (Colégio Santo Antonio)

Mariana Ferrari Passeggio (Colégio Cenecista José Elias Moreira)
Matheus Pegoraro de Souza (Liceu Catarinense de Ensino)

Nikolas Schmidt Zonta (E. M. Frofessora Anna Maria Harger)
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Osni de Borba Cidral Janior (E. E. B. Felipe Schmidt)

Rafael Tormena (Colégio Santo Antdnio)

Taisa Gruber (Colégio Global)

Thais Caroline Fernandes (E. M. Frofessora Anna Maria Harger)

Thayller Barp (Colégio Cinecista Padre Anchieta)

Thiago Brigoni (Colégio Salesiano Itajaf)

Nivel 2
Ouro
e Gustavo Lisboa Empinotti (Escola Dindmica)
e Renan Henrique Finder (Colégio dos Santos Anjos)
Prata
e Barbara Louize da Silva (Colégio Madre Francisca Lampel)
o Carlos Filipe Klahold (Colégio dos Santos Anjos)
e Guilherme Trevisan Locatelli (Escola Dinamica)
e Leonardo Gongalves Fischer (CEFRALI - Centro Educacional Fraiburgo Ltda)
e Marcei Fernandes da Rosa Pereira (Colégio dos Santos Anjos)
e Vinicius Rios Fuck (Colégio Elisa Andreoli)
e Vitor Costa Fabris (Colégio Sdao Bento)
e Yuri da Silva Villas Boas (Colégio Catarinense)

Bronze

e André Mateus Netto Spillere (Colégio Sao Bento)

e Camille Fiamoncini Mattos (Educanddrio Imaculada Conceicao)
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Eduardo Santos da Silveira (Colégio Sao Bento)

Giseli Antonia Mafra Pripra (E. M. E. F. Max Schubert)

Guido Quint Tonelli Santos (Educandério Imaculada Conceigao)
Gustavo Dela Bruna Noronha (Colégio Criativo)

Igor Piacentini Coelho da Costa (Colégio de Aplicacdo da UFSC)
Luis Gustavo Longen (Colégio Sinodal Ruy Barbosa)

Natsue Eccel Mizubuti (Colégio Santo Antonio)

Rafael Ricardo Bona (E. M. Erwin Prade)

Sérgio Feldemann de Quadros (Colégio Salesiano Itajaf)

Tiago Nunes Resmini (Colégio Sao Bento)

Mencao Honrosa

Alexandre Elvis de Souza (E. M. Erwin Prade)

Carolina de Paula Peters (Colégio Salesiano Itajaf)

Djony Wesley Barp (Colégio Cenecista Padre Anchieta)
Gabriela Leticia Melo de Souza (Kumon Centro - Florianépolis)

Giulia Aikawa da Silveira Andrade (Escola Sarapiqua)

Guilherme Vitor Wendhausen Rothbarth (Colégio Tupy - SOCIESC)

Igor Hinnig Wolniewicz (Centro Educacional Menino Jesus)
Ingrid Knochenhauer (Educandério Imaculada Conceicdo)
Jonathan Lopes Floréncio (E. M. Pastor Hans Miiller)

Luiz Gustavo Cordeiro (Colégio Catarinense)

Mayara Lais Maier (E. M. E. F. Guilherme Hanemann)

Natan Cardozo Leal (E. E. B. Orestes Guimaries)
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Nivel 3
Ouro

e Bruno Dirksen Orlandi (Colégio Dehon)
Prata

o Jaqueline Kleine Buckstegge (E. E. B. Professor Mario de Oliveira Goeldner)
o Olav Philipp Henschel (Colégio Tupy - SOCIESC)

Bronze

e Haifang Nehls (Colégio Tupy - SOCIESC)

e Lucas Bruno Barbosa Sandoval (Colégio de Aplicacdo da UFSC)
Mencao Honrosa

e Camila Silva Escobar (E. E. B. Professor Mario de Oliveira Goeldner)

e Danilo Nunes do Carmo (Colégio de Aplicacao da UFSC)

e Fabricio Meurer de Albuquerque (Colégio Catarinense)

e Marcélo Adriano Nunes Filho (Colégio Cenecista Sao José)

e Petrius Paulo Tambosi (Conjunto Educacional Dr. Blumenau)

e Ricardo Luis Brugnago (Colégio Tupy - SOCIESC)

e Ruan Ricardo Rengel (Conjunto Educacional Dr. Blumenau)

e Thomas Eduardt Hafemann (Conjunto Educacional Dr. Blumenau)

e Tiago Madeira (Colégio Salesiano Itajai)
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Escolas Participantes

Associagdo de Ensino Santo Estévao (Ituporanga); Associacdo de Pais e Ami-
gos dos Excepcionais (Videira); Centro de Educacdo do Municipio de Mafra (Ma-
fra); Centro Educacional Aririba (Balneario Camboriti); Centro Educacional Atlas
(Palhoca); Centro Educacional Canguru (Jaragud do Sul); Centro Educacional Com-
panhia do Saber (Sdo José); Centro Educacional Canguru (Jaragua do Sul); Centro
Educacional Companhia do Saber (Sdo José); Centro Educacional Energia (Criciima);
Centro Educacional Escola do Mar (Sao José); Centro Educacional Fraiburgo Ltda
(Fraiburgo); Centro Educacional Menino Jesus (Floriandpolis); Centro Educacional
Municipal Interativo (Sdo José); Centro Educacional Municipal Professora Maria Ira-
cema Martins de Andrade (Sdo José); Centro Educacional Nossa Senhora dos Pra-
zeres (Lages); Centro Educacional Pedro dos Santos (Rio do Sul); Centro Educa-
cional Professor Cacildo Romagnani (Itajai); Centro Educacional Professor Desem-
bargador Francisco José Rodrigues de Oliveira (Joinville); Centro Educacional Pro-
fessora Maria de Lourdes Couto Cabral (Navegantes); Centro Educacional Roberto
Machado (Rio do Sul); Centro Educacional SATC (Criciima); Centro Educacional
Terezinha Krautz (Palhoga); Centro Educacional Timbé S/A (Timb6); Centro Fede-
ral de Educacdo Tecnoldgica de Santa Catarina (Florian6polis); Centro Integrado de
Ensino Fundamental (Picarras); Colégio Agricola de Camborit (Camborit); Colégio
Alpha Objetivo (Sao José); Colégio Antonio Peixoto (Floriandpolis); Colégio Barddal
(Palhoca); Colégio Blumenauense (Blumenau); Colégio Catarinense (Floriandpolis);
Colégio Cenecista Dr. Jilio César Ribeiro Neves (Concordia); Colégio Cenecista
José Elias Moreira (Joinville); Colégio Cenecista Nossa Senhora de Fatima (Taid);
Colégio Cenecista Padre Anchieta (Capinzal); Colégio Cenecista Presidente Dutra
(Faxinal dos Guedes); Colégio Cenecista Sao José (Rio Negrinho); Colégio Coo-
per Apice (Balnedrio Camboriti); Colégio Coragdo de Jesus (Florianépolis); Colégio
Cruz e Sousa (Florian6polis); Colégio Cruz e Sousa (Lages); Colégio da Lagoa (Flo-
rianépolis); Colégio da Univille (Joinville); Colégio de Aplicacdo da UFSC (Flo-
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rianépolis); Colégio de Aplicagdo UNIVALI (Itajai); Colégio de Ensino Médio Uni-
ville (Sao Bento do Sul); Colégio Dehon (Tubardo); Colégio Dom Bosco (Rio do
Sul); Colégio Dom Jaime Céamara (Sdo José); Colégio dos Santos Anjos (Joinville);
Colégio Elisa Andreoli (Sao José); Colégio Energia (Brusque); Colégio Energia (Pa-
lhoga); Colégio Evangélico Jaragua (Jaragua do Sul); Colégio Exponencial (Cha-
pecd); Colégio Extensdo (Sombrio); Colégio Global (Sdo Bento do Sul); Colégio
Hamonia (Ibirama); Colégio Henry Ford Ltda. (Timb6); Colégio Internacional (Blu-
menau); Colégio Madre Francisca Lampel (Gaspar); Colégio Marista (Criciima);
Colégio Nossa Senhora de Fatima (Florianépolis); Colégio Radical (Itajaf); Colégio
Sagrada Familia (Blumenau); Colégio Salesiano Itajai (Itajaf); Colégio Santissima
Trindade (Joagaba); Colégio Santo Antdnio (Joinville); Colégio Sao Bento (Criciima);
Colégio Sao José (Itajai); Colégio Sao José (Sao Miguel do Oeste); Colégio Univer-
sitdrio (Gaspar); Colégio Sinodal Ruy Barbosa (Rio do Sul); Colégio Stella Maris
(Laguna); Colégio Superagdo (Videira); Colégio Tradicdo (Florianépolis); Colégio
Tupy (Sao Bento do Sul); Colégio Tupy - SOCIESC (Joinville); Colégio Visdo (Sao
José); Conjunto Educacional ”Dr. Blumenau”(Pomerode); Cooperativa Educacio-
nal de Imbituba (Imbituba); Cooperativa Educacional Magna (Concérdia); Curso e
Colégio Energia Itajai (Itajaf); E. B. Antonio Ramos (Itajaf); E. B. Brigadeiro Edu-
ardo Gomes (Florianépolis); E. B. Drausio Celestino Cunha (Major Vieira); E. B.
Gaspar da Costa Moraes (Itajai); E. B. José Fernandes Potter (Itajai); E. B. M. Agua
Amarela (Chapecd); E. B. M. Alvaro Tancredo Dippold (Sao Francisco do Sul); E. B.
M. Anna Zamarchi Coldebella (Concérdia); E. B. M. Baselisse Carvalho R. Virmond
(Sao Bento do Sul); E. B. M. Bento El6i Garcia (Itapema); E. B. M. Dalmir Pedro
Cubas (Sao Bento do Sul); E. B. M. Donicia Maria da Costa (Floriané6polis); E. B. M.
Dr. Amadeu da Luz (Pomerode); E. B. M. Elizabetha Andreazzo Pavan (Concoérdia);
E. B. M. Jodo Dias (Sao Francisco do Sul); E. B. M. Joaquim Vicente de Oliveira (Ita-
pema); E. B. M. Juscelino Kubitscheck de Oliveira (Sao Miguel do Oeste); E. B. M.
Luiz Candido da Luz (Florianépolis); E. B. M. Marechal Arthur da Costa e Silva (Sao
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Miguel do Oeste); E. B. M. Melvin Jones (Concérdia); E. B. M. Professor Antonio
Rohden (Brago do Norte); E. B. M. Professor Donato Alipio de Campos (Biguagu);
E. B. M. Professor Manoel Roldao das Neves (Biguagu); E. B. M. Rio do Pinho (Ca-
noinhas); E. B. M. Sophia Schwedler (Sao Bento do Sul); E. B. M. Vitor Miguel de
Souza (Florianépolis); E. B. M. Waldemar Antonio VonDentz (Sdo Miguel do Oeste);
E. B. Mansueto Trés (Itajai); E. B. Melvin Jones (Itajai); E. B. P. Martinho Gervasi
(Itajai); E. B. Padre José de Anchieta (Itajai); E. B. Professora Antonieta Silveira de
Souza (Palhoga); E. B. Professora Neri Brasiliano Martins (Palhoca); E. E. B. Cecilia
Ax (Presidente Getiilio); E. E. B Engenheiro Alvaro Catdo (Imbituba); E. E. B. Pro-
fessora Ursulina de Senna Castro (Palhoga); E. E. B. Anita Brasileira (Videira); E.
E. B. Antonia Alpaides C. dos Santos (Joinville); E. E. B. Ant6énio Gonzaga (Porto
Uniao); E. E. B. Arabuta (Arabutd); E. E. B. Bardo de Antonina (Mafra); E. E. B. Be-
lermino Victor Dalla Vecchia (Ponte Serrada); E. E. B. Bertino Silva (Leoberto Leal);
E. E. B. Bruno Hoeltgebaum (Blumenau); E. E. B. Carlos Techentin (Blumenau); E.
E. B. Carmem Seara Leite (Garuva); E. E. B. Cecilia Bertha Hildegard Cardoso (Lon-
tras); E. E. B. Cel Cid Gonzaga (Porto Unido); E. E. B. Colombo Machado Salles
(Trés Barras); E. E. B. Comendador Rocha (Laguna); E. E. B. Conselheiro Astrogildo
Odon Aguiar (Barra Velha); E. E. B. Conselheiro Mafra (Joinville); E. E. B. Coronel
Ant6nio Lehmkuhl (Aguas Mornas); E. E. B. Coronel Lara Ribas (Chapecé); E. E.
B. Cristo Rei (Sao Jodo do Oeste); E. E. B. David Pedro Espindola (Barra Velha); E.
E. B. Daysi Werner Salles (Floriandpolis); E. E. B. de Lages (Lages); E. E. B. Depu-
tado Abel Avila dos Santos (Ascurra); E. E. B. Dom Joaquim (Brago do Norte); E.
E. B. Domingos Savio (Ascurra); E. E. B. Dr. Frederico Rolla (Atalanta); E. E. B.
Dr. Hermann Blumenau (Trombudo Central); E. E. B. Eliseu Guilherme (Ibirama);
E. E. B. Engenheiro Annes Gualberto (Braco do Norte); E. E. B. Felipe Schmidt (Sao
Francisco do Sul); E. E. B. Frei Evaristo (Iomer€); E. E. B. Frei Godofredo (Gaspar);
E. E. B. Fridolino Hulse (Sdo Martinho); E. E. B. Gen Osvaldo Pinto da Veiga (Ca-
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Algumas propriedades notaveis das conicas

Gustavo A. T. F. da Costa

Departamento de Matematica - UFSC
Floriandpolis - SC

As conicas, como sdo chamadas a parabola, a elipse e a hipérbole, t€m as seguintes
propriedades geométricas notaveis:

P.1. Seja P(x,%o) um ponto da elipse com a equagdo b%z? + a?y? = a?b? (Figura
1) e focos Fy(—c,0) e F5(c,0). Os dngulos o e 5 que a reta r, tangente a elipse
em P, faz, respectivamente, com as retas s, que passa nos pontos P e I, e t,
que passa nos pontos P e Fb, sdo iguais.

V4

Figura 1: Elipse.

P.2. Seja P(x0,yo) um ponto da pardbola com a equagéo yo = 4k, k > 0 (Figura
2). Seja s a reta que passa nos pontos P e F(k,0), o foco da pardbola e r, a
reta tangente a pardbola no ponto P. Além disso, seja [, areta y = yp. Os

angulos o e § que a reta r, tangente a pardbola em P, faz com as retas s e [,
respectivamente, sao iguais.
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Figura 2: Parédbola.

P.3. Se P(x9,%0) é um ponto da hipérbole com a equagio b?z? — a’y? = a?b?
(Figura 3) e focos Fy(—¢,0) e Fi(c,0), entdo os dngulos « e 5 que a reta s,
tangente em P, faz, respectivamente, com as retas 7, que passa nos pontos P e

F1, e t, que passa nos pontos P e F5, sdo iguais.

As propriedades 1, 2 e 3, descritas acima, t€m importantes aplicagdes praticas.
Aliadas as propriedades de reflexdo da luz e do som, elas sdo exploradas na
construcao de antenas e telescopios, no primeiro caso, e na construcdo de igrejas
e auditdrios, no segundo caso. O objetivo deste artigo € o de apresentar e provar
estas propriedades geométricas utilizando as idéias da geometria analitica. Ou-
tras demonstracdes sdo possiveis usando ou nao idéias do cdlculo diferencial.
Detalhes sobre as aplicagdes podem ser encontrados nas referéncias.

Prova das propriedades

Em primeiro lugar explicamos o procedimento geral para obter a equacao da reta
tangente a uma conica. Seja, entdo, P(xo,yo) um ponto da cOnica. Se neste ponto
a reta tangente for vertical a equacdo da reta serd z = z(; se horizontal, y = yp.
Em outro ponto qualquer P(z¢,yo) da conica, a equacdo de uma reta passando em
Péy—yo = m(x — xp). O coeficiente angular m da reta tangente em P pode ser
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Figura 3: Hipérbole.

determinado isolando-se y na equagdo da reta e substituindo o resultado na equagdo
da cdnica. Obtemos, desse modo, uma equacio em x da forma

Az? + Bz +C =0 (1)

cujas raizes sdo

B " VA

24 24

O nimero A = B? — 4AC é o discriminante da equagio e os coeficientes A, B e

C dependem, em geral, de zq, yo € de parAmetros proprios de cada conica. Queremos

que a raiz seja tnica e igual a x(, a abcissa do ponto de tangéncia. Devemos impor,
entao:

@)

xr =

1) A=0;
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Ambas as condi¢des implicam em uma equacdo na incdgnita m cujo valor, no
entanto, pode ser obtido mais facilmente através da condi¢do ii). No que segue apli-
camos esse procedimento a cada uma das conicas.

Elipse

Consideremos a elipse b?z? + a?y? = a®b? (Figura 1). As retas tangentes aos
vértices V1(—a,0), Va(a,0), V5(0,b) e V4(0, —b),a,b > 0, séo as retas verticais © =
+a, e as retas horizontais y = +b. Num outro ponto qualquer P(x¢, o) obteremos a
equacdo (1) com coeficientes

A= (b +a*m?) 3)
B = 2ma®(yo — maxo) 4)
C = d*(yo — mxo)* — a®v? 5)

Da condigdo i7) relagdes (3) e (4), obtemos

az(yo — maxg)m

cuja solucdo é
b2
m= -2 %
Yo

Parabola

Na Figura 2 mostramos a parabola y? = 4kz, k > 0. No vértice O, a reta tangente
¢ a reta vertical x = 0. Num outro ponto qualquer P(zq,y0) obteremos a equagdo
(1). Porém, no caso da pardbola, os coeficientes sdo

A=m? (8)
B = 2(yg — mxg)m — 4p ©)
C = (yo — maxo) (10)
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Substituindo (8) e (9) na condigdo i7) obtemos

(yo — mao)m — 2p

To = — 5 (11)
m
cuja solucdo é
2
S (12)
Yo
Hipérbole
No caso da hipérbole b%z2 — a?y? = a2b? (Figura 3), as retas tangentes nos
vértices V1 (—a, 0) e Va(+a,0), a,b > 0, ttm equagdes xop = —a e & = a, respectiva-
mente.

Consideremos outro ponto P(zg, %) da hipérbole. Nesse caso, a equagdo (1)
segue com os coeficientes

A= (b? — a*m?) (13)
B = —2a*(yo — mxo)m (14)
C = —ad*(yo — mxzo)? — a®V? (15)

Substituindo (16) e (17) na condigdo i), resulta

b2
m= (16)

No que segue provamos as propriedades P1-P3.

P1. Examinando a Figura 1, esta propriedade ¢ imediata em alguns pontos espe-
ciais. Nos pontos P = V3(0b) ou P = V,(0,—b) o tridingulo ¢ isésceles. Logo, pela

geometria da figura obtemos tga = tb3 = —, e nos pontos P = V; ou P = Vs,
¢

s . - .
a=p0= 5" Consideremos, entao, os demais casos.
Caso 1. g # ¢, —c

Sejam s a reta que passa nos pontos P(zq,yo) € F1(—c,0), e a sua inclinacéo.

Seu coeficiente angular é entdo my = yi . Seja r a reta tangente a elipse no
ZTo C
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ponto P e «, sua inclinagdo. Seu coeficiente angular foi obtido na se¢do anterior:
b2170 .

my = ———. Pela figura, vé-se que o + o, = 7 + a5, OU S€jA, ¥ = g — Qi + T, €,
a~Yo

portanto, tga = tg(as — ;). Como

g ) tgas — tgay
e — QL = - - v @
9\%s " 1+ tga, - tga,.
Mg — My
tgo = ———— 17
9= T (17)
Substituindo os valores de m,- € ms na férmula (1) e simplificando, resulta
2,2 2.2 2 2
a*y§ + b°xg + b°xgc b
tga = tg(a, — ay) = — 0270 = — (18)

 a%yowo + cayo — zoyob®  cyo

Para obter este dltimo resultado usamos b222 + a?y2 = a?b? e b2 = a® — ¢® no
numerador e denominador, respectivamente.

A reta ¢ que passa nos pontos P(z,yo) € F>(c,0) tem inclinacdo «; e coeficiente
angular m; =

. Considere o tridngulo F» P A onde se tem S+ a; +7—a,. = 7.
o — C
Segue disto que § = «,- — a; donde

My — My

tgfs = (19)

1+mt- my
Substituindo os valores de m,. e m; nesta tltima rela¢do, deduz-se o resultado

b2
tgf = — (20
CYo

Comparando (18) e (20), o = .

Caso 2. xp = —c

b2 . . T
Neste caso, yg = — e areta s € vertical. Nesta situacdo o = 5~ o €
a

1 2 2
tfga= — =2 _0GWh _2 @
C

My b2xq b2c
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Pela geometria da figura, nesse caso, 3 = ™ — a; + -, donde tg8 = tg(a, — )
de sorte que

_ b2
tgﬂ:1mr7mt:7:g (22)
+ m, - my CYo c
b2 b2
Portanto, & = (3. Deixamos a prova nos casos yg = —— e g = +ce yg = +—
a a

como exercicio.

P2. No ponto O(0,0), o vértice da pardbola, & = 3 = g Vejamos nos demais
pontos.

Caso 1. 2y # 0, e z¢ # k.
Yo

Sabemos que a reta tangente em P tem coeficiente angular m, = e Sejala
Lo
reta y = yo cujo coeficiente angular é m; = 0. Pela Figura 2, vé-se que 8 = . e,

assim,

tgh = m, = 22 (23)
21’0

Quanto a «, observa-se que o = g — @, €, assim,

tga = e (24)

- 14+mg-m,

A reta s tem coeficiente angular my = Yo . Substituindo os valores de m, e

Lo — P
m, na equacao (24), obtém-se o mesmo valor dado pela equagdo (23) seguindo-se que

a=p.

Caso 2. o = k.

Como y2 = 4kxo, entdo yo = +2k. Verifiquemos a propriedade no caso yo = 2k

em que a reta tangente tem coeficiente angular m, = 2y_0 = 1. Sendo assim,
o

08 = a = % Somando os angulos internos do tridngulo retingulo QF P (pois

. < . . ™ T
na situac@o presente a reta s € vertical) resulta o, + @ = 5 ou o = 1 De forma
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andloga prova-se o resultado quando yg = —2p.

P3. Nos vértices da hipérbole esta propriedade € facilmente percebida com angulos

. . 7T . ~ .
iguais a . Os demais casos sdo os seguintes:
Caso 1. 2y # ¢, —c.

Seja r uma reta que passa nos pontos P(xg,yo) e F1(—c,0) (Figura3). Esta reta

tem coeficiente angular m, = Yo . A reta tangente s, como ja deduzimos, tem

X+ C

coeficiente angular:

- 25
zo? — a? a2y0 25)

Pela geometria da figura vé-se que o = a; — . de forma que tga é dada pela
equacdo (24). Substituindo os valores de m,. e ms nesta relacdo, e simplificando,
obtemos:

b2xpc + b2x02 — ayg? b2
tga =tg(as — a,) = — 0 3 0 % 5= — (26)
a?y,c + ayowo + ToYob CYo

Na obtencio deste tltimo resultado usamos b%xy? — a2y,? = a?b? e b? = c? — a2

no numerador e denominador, respectivamente.

A reta que passa nos pontos P(xg,yo) € Fa(c,0) tem coeficiente angular

m; = Yo . Além disso, = a; — as. Seguindo o procedimente anterior resulta
To—C
%
tg3 = —, donde segue o resultado.
CYo

Os casos g = ¢, —c sdo tratados da mesma forma que na elipse. Deixamos a
verificagdo como exercicio para o leitor.
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“Anatomia” de uma solucao

José Luiz Rosas Pinho

Departamento de Matematica - UFSC
Florianépolis - SC

Nestas notas apresentamos uma demonstracdo de uma estimativa 6tima em geo-
metria plana para um tridngulo qualquer. Essa estimativa, um problema conhecido
e citado em textos de geometria plana elementar, consiste de duas desigualdades en-
volvendo uma mesma expressdo. Nossa proposta é fazer a demonstrag@o a partir da
andlise de casos particulares e, por “aproximacdes sucessivas”, chegar ao caso geral.
Este procedimento permite expor as idéias que geram a demonstragdo. O titulo sugere
um trabalho de “dissecc¢do” da solug@o, um processo “cirirgico” que deixa a mostra
mais apropriadamente a “anatomia’” do problema do que da solug¢do em si. O titulo é
também uma alusdo bem-humorada a linguagem usada pelos topdlogos que, com suas
técnicas de “cortar” e “colar” figuras, realizam verdadeiras “cirurgias” matematicas
(topologia algébrica).

Consideremos o seguinte:

Problema: Sejam a, b e c os lados de um triangulo. Mostre que

3 a b c
<

- < <2
2 b+c+a+c+a+b

Mostre ainda que o valor da desigualdade a esquerda pode ser atingido, e que a
estimativa da desigualdade a direita € 6tima, ou seja, se ¢ um nimero menor do que
2, entdo existe um triangulo de lados a,b e c tal que a soma na expressdo acima é
maior do que z.

Solucio:

Vejamos, inicialmente, o que ocorre no caso do tridngulo eqiiildtero (Figura 4),
que € o poligono regular de trés lados.
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C a B

Figura 4: Triangulo Eqiiilatero

Sejam a = b = ¢ = k as trés medidas dos lados iguais. Entdo:

a b c 3k 3k 3

b+c+a+c+a+b:k+k:%_§

Portanto, no caso do tridngulo eqiiilatero, o valor da primeira desigualdade € atin-
gido.

Isto ja responde uma pequena parte do problema.

Vamos agora analisar a segunda desigualdade.

Sejam a, b e ¢ as medidas dos trés lados de um tridngulo qualquer. Note que uma
estimativa simples (e mais grosseira - no sentido de que o valor que limita superior-
mente a soma € maior do que o valor proposto) seria

a b c
- + <
b+c a+c a+bd

3,

b
<l, — <1 e L<1,equeporsua
C

que decorre das desigualdades 5 a . .
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vez decorrem da desigualdade triangular

a < b+ec
b < a+c
c < a+b

Observe agora que uma primeira tentativa de se provar a segunda desigualdade
seria considerar, de forma homogénea, que cada parcela da soma fosse menor do que

2 . .
—, de maneira que a soma fosse menor do que 2. Mas se, por exemplo, tivermos

a 2 . .
br < 3 entdo 3a < 2(b + ¢), o que ndo precisa necessariamente ocorrer. Por
C
exemplo,sea =5,b=4ec=3.

Uma segunda tentativa, menos simples, seria considerar que cada parcela fosse
menor do que uma fracdo que dependesse das medidas dos lados e que, somadas, re-
sultassem no valor 2. O que as trés fracdes das parcelas tém em comum ou poderiam
vir a ter em comum? Podemos observar que se somassemos, em cada uma delas, o
numerador ao denominador este ficaria sempre igual aa + b + c.

Entdo é razodvel comparar uma fracio E, p > 0eq > 0, com a fracdo resultante

da soma do numerador ao préprio numerador e ao denominador. Observe que:

p 2p 2 2
- < —— e p +pg<2pgp” <pgep<g,
q ptq

ou seja, se o numerados é menor do que o denominador, entdo a fragdo original per-
manece menor do que a fracdo modificada.

Atencao: observe que as implicagdes acima tém duplo sentido, ou seja, a primeira
desigualdade da esquerda implica na dltima desigualdade da direita e vice-versa.

Resulta daf que, como a < b+ ¢,b < a+ cec < a+ b, pela desigualdade
triangular, entdo
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a < 2a
b+c a+b+ec

b 2b
< N
a+c a+b+c

c < 2c
a+b a+b+ec

e, somando, obtemos
a b c 2a+b+c)

)

b—|—c+a—|—c+a+b at+b+ec

provando a segunda desigualdade.

Vejamos agora porque esta estimativa € 6tima, ou seja, se dado x < 2, entdo existe
um triadngulo de lados a, b e ¢ tal que

a b c
< + + <
b+c a+c¢c a+b

T 2

O raciocinio consiste agora em se perguntar: para que tipo de tridngulo a soma
das fragcdes acima fica “bem perto” de 2?7 Analisando os tridngulos isésceles, que sdo
os tridngulos mais “regulares” depois do tridngulo eqiiildtero, podemos perceber que
se suas laterais forem bem maiores do que a base, entdo estaremos “bem perto” de 2,
pois duas das fracdes da soma estardo “perto” de 1 (Figura 5):

A

Figura 5: Triangulo Isésceles
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Q

zl,seE%O,ouseja,sek:é

De fato, dado z e fixando o valor a, se tomarmos b - - k =
a+c a+b a+k

. ar . ~
ou seja, se tomarmos k = 7 valor obtido quando resolvemos a equacdo em

b k
Sejam b = ¢ = k, entdo - < -
a+c a+b a+k
“bem maior” do que a.

T
9°
k"’

teremos que

a n b N c _a
b+c¢ a+c a+b b+

T
2— > x.
c+ 2 v

Voltemos agora a analisar a primeira desigualdade. Olhemos novamente para o
a1

tridngulo isdsceles com lados de medidas a e b = ¢ = k. Ja vimos que se k € “muito
grande” em relacdo a a, entdo a soma das fracdes € “quase igual” a 2 e , portanto,
3

maior que —.
2
o et . _ . 3
Se o triangulo for eqiiilatero, ou seja, se a = b = ¢ = k, entdo a soma ¢ igual a 3"

Seb=c~ g (Figura 6), entdo

€ assim teremos

o b e 2y, 10,98
b+c a+c a+b 3 T3 6 6 2
A
b \¢
C S B

Figura 6: Triangulo Is6sceles com laterais um pouco maiores que metade da base

b g 1
Na verdade temos b = ¢ > ¢ eentdo —— = o > — pois
2 a+c a+b 3
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3b>a+c:a+b@2b>a@b>g.

a

Por outro lado, como b + ¢ > a, entdo 5 < 1. Apesar dos sentidos das desigual-

+c
P 3 A .
dades, veremos que, a soma serd maior que 3 em qualquer tridngulo isésceles.

Note que se b = ¢ = k teremos

a b c a 2k a? + ak + 4k?

b+c+a+c+a+b:%+a+k_ 2k(a + k)

e que
a? + ak + 4k? 3
e > p— <:>
2k(a + k) 2
& 202 + 2ak + 8k? > 6ak + 6k* <
sa?—2ak+ k>0
& (a—k)? >0,
o que é verdade. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, a = k, ou seja, se 0

triangulo for eqiiilatero.

Finalmente consideremos um tridngulo escaleno de lados com medidas a, b e c.
Suponha, sem perda de generalidade, que a > b > c.

Observe que, nos tridngulos isésceles, fixada a medida da base a, todos os valores

3 . . .
entre — e 2 devem ser atingidos: partindo de uma altura “muito grande” e estando
“perto” de 2 (que ndo € de fato atingido), diminuindo entdo até chegar no tridngulo

o o 3 .
eqiiilatero (atingindo o valor 3 com todos os lados iguais ao valor a), e passando no-

. 5 o .
vamente a crescer até se aproximar do valor 3 (que ndo € mais atingido). Esta andlise,

intuitiva no momento, poderd ser comprovada com as ferramentas desenvolvidas no
Cdlculo.

Esta observacdo nos permite o seguinte raciocinio: se todos os valores sdo atin-
gidos nos tridngulos isésceles, entdo nada mais razodvel do que comparar qualquer

Revista da ORM/SC n° 5, 2008



“Anatomia” de uma solugdo 65

tridngulo escaleno com algum tridngulo isdsceles. Mas qual?

Vamos tomar o lado de medida a como base e vamos comparar este tridngulo com
b+c

um outro tridngulo com lados de medidas o’ = a, b’ = ¢ = — = k (Figura 7).
A A
y\ b‘ C'
C _ B o< B

Figura 7: Triangulo escaleno comparado com um tridngulo isésceles

/

a a
Note que b’ + ¢/ = b+ ¢ = 2k, portanto, ——— = ——. A vantagem entdo de
) ) b+c b4c . )
considerar o segundo tridngulo é que, para provarmos a primeira desigualdade, bas-
c b d

tara provar que

+ > + pois, como ja vimos, no tridngulo
) a+c a+b  a+cd  a+l
isésceles vale aquela desigualdade.

Entdo vejamos:

b c ab+b% + ac+ 2 ab + b% + ac+ 2

a+c+a+b: (a+c)a+b) = (a+c)(a+d)

pois

(a+c)a+b) < (a+Na+b)=(a+k)? <
sa*+alb+c)+be < a?+2ak+E o
sbe <K

Esta dltima desigualdade a direita é verdadeira pois, de b+ ¢ = 2k, temos ¢ = 2k — b
e entdo

be=b(2k —b) =2kb— V> <k* < k* —2kb+1* > 04 (k—b)? >0,
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o que ¢ verdade.

Assim, para provarmos que:

b N c_ o v N d
at+c a+b” a+cd  a+l
ab’—i—b/z—l—ac’—i—c’z
@+d)atv)

basta provar agora que ab + b% + ac + c® > ab’ +b'"? + ac’ + c?
Mas

ab+ b +ac+c? > ab +0?+ad +% <
s+t talb+e) = P+ +alt +7) e
SR > B4

De b+c = b'+c temos que (b+c)? = (b'+c')?, ou b?+2bc+c? = b2 +20' ¢/ +c?,
e como be < b/’ = k2 entdo b2 + ¢ > b2 + 2.

Note que, nas desigualdades acima, vale a igualdade se, e somente se, b = ¢ = k,
0 que nao ocorre no caso do tridngulo escaleno pois assumimos que a > b > c.
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Principio da Balanca de Arquimedes

Asteroide Santana !

asteroidemtm @yahoo.com.br

Faremos uma viagem no tempo, a fim de estudar um pouco de geometria plana e
espacial através do principio da balanca. Mas antes vamos apenas lembrar quem foi
Arquimedes. Nascido em 287 a.C. na cidade de Siracusa, localizada na ilha da Sicilia,
que fazia parte do mundo grego, Arquimedes foi o maior matemadtico da antiguidade
e considerado um dos maiores génios de todos os tempos. Suas indmeras obras foram
fundamentais para o desenvolvimento da geometria, dentre as quais podemos destacar
“A Esfera e o Cilindro”, “Quadratura da Pardbola”, “Equilibrio dos Planos” e “O
Meétodo™.

H4 dois mil anos, quando a dlgebra e as equagdes algébricas ainda eram desco-
nhecidas, a Matemadtica se construia unicamente através da geometria. Nesse cendrio
de poucos recursos, Arquimedes chegou a grandes resultados dos quais extraimos esta
amostra. Com auxilio das ferramentas da matematica moderna, o Cdlculo por exem-
plo, os resultados que vamos apresentar podem ser obtidos de forma bem simpldria,
assim a relevancia das constru¢des dos matemdticos daquela época se foca na criati-
vidade dos recursos utilizados.

Objetivos

Nosso objetivo aqui € encontrar, através do Principio da Balanca de Arquime-
des (ou Método de Equilibrio de Arquimedes), a saber, a razdo entre o volume de
um cilindro e um paraboldide de revolucdo (a definir), inscrito neste mesmo cilindro.
Para tanto, vamos obter por meio de uma simples constru¢do geométrica a relacao de
equilibrio da balanga que consiste no seguinte: se a balanga representada na Figura 8
estd em equilibrio, entdo

c1-G1 =ca- Gy, D

em que c; € cy sdo, respectivamente, o comprimento do “braco” esquerdo e direito

!Graduando do curso de Matematica-Licenciatura e bolsita PIBIC/CNPQ da UFSC.
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da balanca; GG; e (G2 correspondem a uma determinada grandeza (area, volume ou
comprimento) das Figuras G1 e G2 apoiadas na extremidade do respectivo “brago”;
e F é o fulcro® da balanca. Em outras palavras, dizemos que: duas grandezas se
equilibram a uma distdncia inversamente proporcional as proprias grandezas.

=

C, F G

Figura 8: Balanca de Arquimedes.

A Balanca

Definicao 1. A parabola é o lugar geométrico de todos os pontos do plano, eqiiidis-
tantes de uma reta r fixa e de um ponto P fixo ndo incidente em 7. O ponto P ¢ dito
foco e r é denominada diretriz desta pardbola.

Definicao 2. Considere uma pardbola e dois pontos distintos () e D incidentes
na mesma. Seja r a reta paralela a Q D, tangente a curva no ponto P, e V o ponto
médio de QD. Nessas condi¢des dizemos que a regido delimitada pela curva QPD e
pelo segmento @) D é um segmento de parabola (ou luna de pardbola), onde qualquer
segmento de reta RV paralelo a PV, inclusive, é dito didmetro desse segmento de
pardbola. Além disso, todo segmento Q' D’ paralelo a QD € denominado uma corda
desse mesmo segmento de parabola D P(Q) de base QD e vértice P. (Ver Figura 9)

Proposicao 1. Seja DP(Q um segmento de pardbola de vértice P e base QD, e
seja ainda T a interseccdo da tangente a curva passando por () com o prolongamento
do didmetro PV (V € ponto médio de () D), conforme a Figura 10. R é um ponto
qualquer da curva e O R um didmetro por este ponto. Se F' eOE Sﬁ% ]r%espectivamente,

int Oes dareta OR t P T,entdo —— = —.
as intersecgdes da reta com as retas QP e QT entdo oD~ RO

2Ponto de equilibrio da balanga quando a mesma se encontra vazia.
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Figura 9: Seguimento de pardbola.

Figura 10: Propriedade da parédbola.

A demonstracdo desta proposi¢do pode ser encontrada na referéncia [2].

Proposicao 2. Seja DP(Q um segmento de pardbola de vértice P e base QD, e
T a intersecc¢do da tangente a curva por ) com o prolongamento do didmetro PV,
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conforme a Figura 11 (V' ponto médio de D). Seja ainda BK = B(Q, onde B ¢
o ponto de interseccdo da reta DA (paralela a PV) com a reta QP. Se R e F sdo
respectivamente a interseccéio da reta OF (paralela a PV') com a curva e com a reta
QP,entdo BF -OF = KB - OR.

Foi com esta construcdo que Arquimedes demonstrou a veracidade da relacao (I)
de equilibrio da balanga. Pois, se B é o fulcro da balanga de bracos BF' e BK, entdo
podemos dizer que o segmento O F, apoiado no ponto F, equilibra-se com o segmento
OR apoiado no ponto K.

Figura 11: Relacdo de equilibrio.

ER
Demonstracao. Pela P icdo 1, t s —_— = —, leli
C roposicdo emos que 0D RO e por paralelismo
vem que,

QF QO ER _QF ER -
FB- 0D RO FB_ RO~ W RO=ER-IB.

Somando-se (F'B - RO) aos dois lados desta igualdade obtemos

QF RO+ FB-RO =ER-FB+ FB- RO
RO(QF + FB) = FB(ER + RO)
RO-QB =FB-EO
RO-KB=FB-EO
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Na proposi¢@o acima, consideramos a intersec¢do de apenas uma reta passando
por R. Imagine agora, se para cada ponto da curva QP D tragcarmos um didmetro e
aplicarmos a mesma relagdo da proposicdo 2. Observe que nesse caso seria possivel
manter o equilibrio da balanga, apoiando-se todos os segmentos OR da pardbola no
ponto K e simultaneamente todos os segmentos FO do tridngulo A D@ A no mesmo
ponto onde cada um se encontra. Pressupondo que nessa situac@o a unido de todos
os segmentos O R constituem a area do segmento de pardbola e a unido de todos os
segmentos O F constituem a drea do tridngulo, pendure mentalmente o segmento de
pardbola no ponto K e o tridngulo no seu centro de gravidade, situado na intersec¢ao

1
das medianas, ou seja, sobre o segmento B(), distante — B do ponto B. O resultado

deste processo estd representado na Figura 12. Aplicando a relacao (I) resulta que a
area do segmento de pardbola corresponde a um tergo da area do tridngulo em questao.

B
K I&G
Q A
P
D
L D Q

Figura 12: Pesando o tridngulo e a paribola.
Com base nesse raciocinio, Arquimedes calculou a razio entre o volume de diver-
sos s6lidos, dentre os quais estdo aqueles que vamos apresentar em seguida.
Equilibrio de sélidos

Proposicao 3. Seja QPD um segmento de pardbola de vértice P e base DQ).
Se V é o ponto médio de DQ entdo PV ¢é proporcional a (DV)? = (QV)2, isto &,
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PV = (DV)? -k = (QV)? - k, sendo k constante para toda corda que tomarmos
paralela a base D@Q).

Demonstraremos o caso particular em que a corda D@ é perpendicular ao didmetro
PV, o caso geral foi demonstrado por Arquimedes no livro Elementos das Cénicas.

Demonstracio. A interseccio de um plano com um cone reto’ gera uma parabola
como na figura abaixo (a demonstracdo desse fato pode ser encontrada na Revista N°
4 da Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina, paginas 81 e 82, 2007.).

Figura 13: A parabola a partir da intersec¢do de um plano com um cone reto.

Na Figura 13, P é o vértice da pardbola e PV & paralelo a geratriz AC' do cone.
GP é paralelo a AB e, portanto, os segmentos AV e GP sdo congruentes. Como
os pontos C, G, A, T,B, e P pertencem a um mesmo plano, temos por congruéncia
e semelhanga de tridingulos (verifique isto) que o tridingulo AGPC' é isésceles com
CG=CP.

Como @D ¢ perpendicular a AB, temos da semelhanga dos tridngulos AAV D e

D 2
ABVD que AV = % Lembre-se que a base do cone é uma circunferéncia, ou
seja,
GP = (vVD)* =VB= (VD)* an
VB -~ GP

3E aquele cujo eixo central é perpendicular ao centro da circunferéncia que constitui sua base.
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Da semelhanca dos tridngulos ACGP e APV B, temos

CcG PV o/

De (II) e (IIT) obtemos

CG (VD) cG

= _—. = 2.
PV=5p "Gp (VD) (GP)?

Cd . . .
Note que —— € constante para toda circunferéncia de centro T' e raio TB = T'A

que tomarmos, isto &,

QPD. Portanto,

(GP)? = K ¢ constante para toda corda QD da parabola

PV =(VD)? K= (VQ)? K,
como querfamos demonstrar.

Imaginemos agora uma balanca de forma que a distancia entre as extremidades M
e N dos “bracos” meca 2d, e o fulcro F’ esteja localizado exatamente no ponto médio
de M N.

Coloquemos em um dos “bragos” da balanca um cilindro C' e um paraboldide
de revolugﬁo“ P inscrito ao mesmo, ambos de altura d conforme a Figura 14. Cabe
lembrar que os dois objetos em questdo sdo sdlidos e para efeito de cdlculo, devemos
supor que ambos ocupam o mesmo lugar no espago.

Considere agora um plano p, perpendicular a reta que contém M N, interceptando
os dois sélidos a uma distancia z, qualquer, de I’ (ver Figura 15). Essa interseccao da
origem ao circulos-secdo P, do paraboléide e ao circulo-se¢do C,, do cilindro. Sejam
entdo, y e z os raios de P, e de C,, nesta ordem. Pela Proposi¢cdo 3, temos que

1 1
x:yz'kéyzzx-% V) e d=22k=22=d- - (V)

o~
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| e

Figura 14: Colocando o paraboldide e o cilindro na balanca.

Figura 15: Plano vertical interceptando os sélidos.

Observacao 1. Note que a constante k é a mesma para as duas relacdes, pois y €
z sdo raios contidos em cordas da mesma parabola.

Além disso, sabemos que a drea Ap, do circulo-se¢do P, é dada por

4Um paraboléide de revolugio é a figura espacial (nesse caso um sélido) que se obtém da rotagio de
uma pardbola em torno do eixo que contém o foco e o vértice da mesma.
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Ap
Ap, :wy2:>7r:—2“,
Yy
e, da mesma forma, a drea A¢, do circulo-se¢do C, é dada por
Ac,
Ac, =122 =7 = 5
z

Segue dai que

Ap, Ac
Y2 2

1
§ k
:>Apm d:ACT - T, (VI)

1
= :>Apx~2’2:ACm~y2éApm‘d~%:AC c X

ou seja, a uma distancia d (a esquerda do fulcro), o circulo-secdo P, equilibra-se com
o circulo-se¢do (', a uma distancia x (a direita do fulcro), conforme mostra a Figura
16.

Figura 16: Resultado de uma secgdo.

Lembre-se que a relacdo (VI) vale para qualquer plano p que tomarmos entre F
e N (inclusive), pois escolhemos = de forma genérica. Assim, se para cada ponto
z entre F' e N interceptarmos um plano nas mesmas condi¢des do plano u, e em
seguida repetirmos o processo anterior para cada um desses infinitos® planos, podemos

SPois entre dois pontos distintos incidentes a uma reta existem infinitos pontos.
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concluir que o paraboléide apoiado na extremidade esquerda da balanca (ponto M) se
equilibra com o cilindro apoiado no seu lugar inicial. (Ver Figura 18)

T SCT=LLL

=

Frra—Z== =5

- S

al 371;:_;—2... :

Figura 17: Resultado de varias sec¢des.

~|

<
== -Z-~.

.
i I o I

<~

Figura 18: Resultado de infinitas sec¢des.

Pressupondo que o centro de massa (centro de equilibrio) do cilindro estd no ponto
médio da sua altura - representado pelo ponto P (Ver Figura 19) localizado a uma

. cd o
distancia — a direita do fulcro, concluimos que o volume do cilindro V. suspenso no
ponto P, equilibra-se com o volume do paraboldide V), suspenso no ponto M, situado
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na extremidade do “braco” esquerdo da balanca.

-----

Figura 19: Resultado final.

Logo, pela relacao (I):

V,-d=V,-

Portanto o volume do cilindro que circunscreve o paraboléide € igual a duas vezes
o volume do mesmo paraboléide.

Conclusao

Evidentemente esses procedimentos utilizados por Arquimedes ndo tém rigor ma-
temdtico suficiente para serem considerados uma demonstracio. Por outro lado, se fi-
zermos uso do moderno conceito de limites é possivel tornar o método perfeitamente
rigoroso e, inclusive, comparar com o usual conceito de integracdo. Para ressaltar
ainda mais a importancia do trabalho apresentado aqui, cabe lembrar que foi através
dessas invengdes que matematicos europeus como Johann Kepler fizeram os primeiros
trabalhos de diferenciacdo que conhecemos hoje.
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Uma extensao do Teorema de Steiner-Lehmus.

Paulo Ricardo Boff ©

paulo @pet.mtm.ufsc.br

De acordo com a histéria disponivel, em 1840, Daniel Christian Ludolf Lehmus
(1780-1863), entdo professor em Berlim, escreveu uma carta ao suico Jacob Steiner
(1796-1863), o qual é considerado um dos gedmetras mais importantes desde os tem-
pos de Apoldnio (262 a.C. - 190 a.C.), pedindo-lhe uma demonstragdo “puramente
geométrica” da solucdo do seguinte problema: Se duas bissetrizes internas distintas
de um tridngulo forem iguais entdo o tridngulo é isosceles, que mais tarde viria a ser
conhecido como o Teorema de Steiner-Lehmus.

Steiner encontrou, de fato, uma prova, e a publicou em 1844. Ja Lehmus provou
o teorema independentemente em 1850. Desde entdo este teorema foi provado por
matematicos e amadores. Mais de 80 provas corretas sao, hoje, conhecidas.

O objetivo deste artigo € expor uma demonstragao do Teorema de Steiner-Lehmus
feita por redug@o ao absurdo, provar um teorema andlogo, que chamaremos aqui de
“Teorema de Gergonne-Steiner-Lehmus”, no qual consideramos a igualdade de duas
cevianas de Gergonne e, por fim, faremos uma extensdo do primeiro teorema. Para
tanto, consideremos, primeiramente, alguns conceitos basicos:

Definicao 1. Ceviana de um tridngulo ABC € um segmento que une um dos vértices
a um ponto qualquer da reta que contém o lado oposto a esse vértice.

Definicao 2. A bissetriz de um angulo é uma semi-reta interna ao angulo, com origem
no vértice do angulo e que o divide em dois angulos congruentes. E a bissetriz de um
angulo interno de um tridngulo € a ceviana contida na bissetriz desse angulo.

Proposi¢ao 1. Seja ABC um triangulo qualquer de lados BC' = a, AC = be
AB = c opostos aos angulos A, B e C, respectivamente. Entdo a < b < cse, e

6Graduando em Matemitica e Computacio Cientifica e bolsista PIBIC/CNPq da UFSC. E gostaria de
agradecer o Professor José Luiz Rosas Pinho e os colegas Asteroide, Bianca, Edson e Leonardo por suas
valiosas sugestdes e correcdes de texto.
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somente se, A < B < C.

A demonstracio desta proposi¢ao deixaremos a cargo do leitor. Uma dica € aplicar
a Lei dos Senos’ no tridngulo ABC.

Teorema de Steiner-Lehmus. Se duas bissetrizes internas distintas de um tridngulo
forem iguais o tridngulo é isosceles.

Ap6s identificarmos os tridngulos apropriados e construirmos um paralelogramo
adequado (ver Figuras 20 e 21), a demonstracdo deste teorema se baseia essencial-
mente no resultado da Proposicdo 1.

Prova. Seja ABC um triangulo qualquer e sejam BE e C'F' bissetrizes dos angulos
ABC e AC B respectivamente, conforme a figura abaixo.

A

B

= C

Figura 20: Triangulo ABC e as cevianas BE e C'F.

7Considere um tridngulo ABC' de lados BC = a, AC = be AB = c opostos aos angulos A, BeC,
b c

respectivamente. Entdo vale a relagio —— = —— = ——
sinA sinB sinC
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Suponha, por reducdo ao absurdo, que BE = CF e AB # AC, com AB < AC.
Dessa forma, pela Proposicao 1,

AC"B<A§C:»ACTB<A'%C.

Por conseguinte, utilizando novamente a Proposicéo 1 e a hipétese BE = C'F, temos
que

CE > BF. (1)

Agora, considere o paralelogramo BFGFE, de modo que EG = BF e GF = BE.

A

G

=C

Figura 21: A construcdo do paralelogramo BFGE.

Entdo, como BE = C'F, segue-se que GF = CF' e, conseqiientemente, FGC =
FCG. Mas como

FC‘E:%>ACTB:FC'E,

podemos concluir que

EGC < ECG = CFE < GE = BF,
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o que contradiz (1). Do mesmo modo a suposi¢cdo AB > AC também nos conduz a
uma contradi¢do. Portanto, AB = AC' e o tridingulo ABC ¢ isésceles, completando a
demonstrag@o.

O

Para demonstrarmos o Teorema de Gergonne-Steiner-Lehmus vamos primeira-
mente entender o que € um ponto de Gergonne e uma ceviana de Gergonne.

Seja ABC um triangulo de lados BC' = a, AC =be AB = c. Esejam D, E e
F pontos sobre os lados a, b e ¢ respectivamente, tais que AE = AF,BFF = BD e
CD = CE. E facil ver que

AF BD CE _
FB DC AE
Assim, pelo Teorema de Ceva® temos que AD, BE ¢ C'F t&m um tinico ponto

G de concorréncia. Tal ponto denomina-se ponto de Gergone °. E as cevianas que
passam por GG denominam-se cevianas de Gergone (ver Figura 22).

D

Figura 22: O ponto de Gergonne G e as de cevianas de Gergonne de um tridngulo
ABC.

8Sejam ABC um tridngulo e AD, BE e C'F cevianas relativas aos lados BC, AB e AC, respecti-
vamente. Entdo uma condi¢@o necessdria e suficiente para que estas cevianas tenham um unico ponto de
concorréncia é que — - — - —

FB DC AE
9Este ponto é denominado ponto de Gergonne, em homenagem ao matematico francés Joseph Dias

Gergonne (1771-1859)
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Observacao 1. Note que essas cevianas ndo coincidem necessariamente com as bis-
setrizes internas do tridngulo ABC' Portanto G néo coincide necessariamente com o
incentro I do mesmo tridngulo.

Observacao 2. Pelo fato de D, F e F serem pontos de tangéncia do tridangulo ABC
segue-seque Ak = AF =p—a,BF=BD=p—-beCD =CFE =p—c,emque
2p=a-+b+ec

Teorema de Gergonne-Steiner-Lehmus. Se duas cevianas de Gergonne de um tridn-
gulo forem iguais, entdo o tridngulo é isosceles.

Uma idéia razoavel para se demonstrar este teorema € supor que as cevianas se-
jam iguais e que o tridngulo ndo seja isésceles. E a partir de entdo, construir uma
argumentagdo semelhante aquela usada na demonstra¢do do teorema anterior. Entre-
tanto, utilizaremos um resultado bem conhecido como ferramenta para demonstrar
este teorema, que é a Lei dos Cossenos'?, pelo fato de estabelecer uma relagiio entre
um lado do tridngulo, seu angulo oposto e os lados que definem este angulo.

Prova. Seja ABC um tridngulo tal que BC = a, AC =be AB = c,e sejam BE e
CF as cevianas de Gergonne do mesmo tridngulo (ver Figura 23).

Figura 23: Teorema de Gergonne-Steiner-Lehmus.

1OEm um triangulo qualquer ABC' de lados BC, AC' e AB que medem respectivamente a, b e ¢ e com
angulos internos A , B e C valem as rela¢des: a? = b2 4+ ¢? — 2bccos A, b2 = a? 4+ ¢2 — 2accos B e
c? =a® +b% — 2abcos C.
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Aplicando a Lei dos Cossenos nos tridngulos ABE e AC'F' temos que

BE? =2+ (p—a)? —2c(p—a)cos A

CF? =0+ (p—a)® — 2b(p — a) cos A.
Usando a hipétese BE = C'F segue-se que
2+ (p—a)?—2c(p—a)cosA =02+ (p—a)?—2b(p —a)cos A
=20b—c)p—a)cosA— (B> =) =0

= (b—c¢) 2(p—a)cosjl—(b+c)} =0

b2 4+ 2 — a2

Tendo em vista que 2(p — a) = (b+ ¢ —a) e cos A = < 5
c

) , temos que

-0 {(b+ca) (W) (b+c)} =0.

Entéo, agora hd dois casos a considerar:

i)b—c=0=b=c,

e neste caso ABC é um tridngulo isdsceles.

b2+ 2 —a?

1) (b+ca)( - )(b+c)0
= (b+c—a)(b® +c*—a?)—2bc(b+c)=0
= b (cta—-b)+cAb+a—c)+a*(b+c—a)=0,

0 que aconteceria somente se os trés lados do tridngulo fossem nulos (Verifique!).
Como, obviamente, ndo estamos considerando este caso, i7) ndo pode acontecer. Por-
tanto, o tridngulo ABC € isdsceles.

0
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Teorema (Uma Extensdo do Teorema de Steiner-Lehmus). Seja ABC um tridngulo.
Suponha que as bissetrizes dos angulos ZAC B e ZABC se encontram com a ceviana
de Gergone AD nos pontos E e F, respectivamente. Se BE = CF entéo o tridngulo
ABC ¢ isésceles.

Prova. Seja ABC um triangulo qualquer de lados BC = a, AC =be AB = ce seja
AD a ceviana de Gergonne relativa ao lado BC (ver Figura 24).

A

(>-) D (P-c)

Figura 24: Extensao do Teorema de Steiner-Lehmus.

Suponha que AB # AC, com AC' > AB. Entdo
b>c=p—-b<p—c

Pela Proposi¢ao 1 sabemos que
. A ABC _ ACB . A 5
ABC>ACB$TC>%:>EBC>FCD>ECB.
Conseqiientemente, como BE = C'F, segue-se que
CE > BE =CF. 2)

Sem perda de generalidade, consideremos ADC = EDC > g (o caso EDC < g é
andlogo). Logo

FEC:EDC+ECD>g
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EFC<g:>CE<CF:BE,

contradizendo (2). Analogamente, a suposi¢io AC' < AB conduz também a uma
contradi¢do. Portanto, o tridngulo ABC' € isosceles, como queriamos mostrar.

O
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1. (Proposto por Eliezer Batista, UFSC) Mostre que, para quaisquer nimeros reais
a, b, c e d, tem-se a desigualdade a* + bv* + ¢* + d* > dabed.

SOLUCAO: (apresentada pelo graduando Leandro Augusto Lichtenfelz, UFSC)

Note que se o lado direito desta desigualdade for negativo, nao ha nada a fazer,
porque o lado esquerdo é sempre maior ou igual a zero. Vamos assumir abcd >
0.

Partindo da desigualdade das médias aritmética e geométrica:

VY < %y,\m,y >0,

tome a’, b, ¢/, d" > 0 eescreva: v = vVa'll ey = v/c'd'. Entdo:

1y /e d’
(,/a/b/)(,/cld/) _ abdd < % <

o —“/;b/ + —C/;d/ o a +b+cd+d
~ 2 ~ 4 .

Tome agora

a=a*>0

f— pt > 44 pd 4 g4
Y20 = Vatietdt = f{abed)t = abed < Zc .
d=d*>0

= dabed < a* + b 4+ A+ d*

2. (Proposto por Eliezer Batista, UFSC) Mostre que a seqiiéncia de nimeros 49,
4489, 444889, ..., onde o proximo termo € constituido a partir do anterior, inserin-
do-se 48 depois do tltimo algarismo 4, sdo todos quadrados de niimeros inteiros.

SOLUCAO: (apresentada pelo proponente)
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Solucdes dos problemas propostos

Sob uma primeira andlise, percebe-se que os primeiros termos da seqiiéncia sdo
quadrados de nimeros inteiros, mais especificamente:

49 = 77

4489 = (67)?
444889 = (667)*
44448889 = (6667)>

No entanto, isso ndo garante que todos os termos sejam desta forma.

Verifiquemos, entdo, que toda a seqii€ncia pode ser escrita como quadrados de
nimeros inteiros.

Observe os termos da seqiiéncia:

1°termo : 49
2°termo : 4489
3%ermo: 444889
4°termo . 44448889

Note que os termos sdo da forma 444...488...89 = 444...488..8 +1
—— —~ N—— N~

n n—1 n n

E assim podemos escrever o niimero 444...4 88...8 +1 como poténcias de 10,
—— ——~

n n
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ou seja:

444..488..8+1 =
N N~

= 4-10"(1+10+ ..+ 10" ") +8(1+ 10+ ..+ 10" 1) +1
10" —1 10" — 1
= ()
o)+ s )*
4-10"(10" —1) +4(10" —1) +4(10" — 1) + (10 — 1)
9
4(10™ + 1)(10™ — 1) + 4(10™ — 1) + (10 — 1)
9
4(102" — 1) + 4(10™ — 1) 4 (10 — 1)
9
4-10%" —4+4-10" —4+9
9
4-10%" +4-10" +1
9
_(20ly:
B 3
(210

Para que seja um ndmero inteiro é necessdrio que 2(10™) + 1
seja divisivel por 3, para todon € N

Para n = 0 temos:
2:10°4+1=2-104+1=2(1)+1=3

2-1094+1

Ou seja, paran = 0, ( 3

) € um numero inteiro.

2-10"+1
Usando inducdo, admitimos que (7+>

€ um nimero inteiro, para al-
gumn € N.

Para n + 1, temos:

210"t +1) = 2(10"* —2-.10" 4+ 210" + 1)
2-10"(10 — 1) + 3k, k € N

Note que, pela hipdtese de indugdo, 2 - 10™ 4 1 € divisivel por 3.
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Assim, 2-10"(10 — 1) 4+ 3k = 2-9-10" + 3k = 3(2-3-10" + k) = 31,1 € N.

Portanto, todos os termos da seqiiéncia sdo quadrados de nimeros inteiros.

3. (Proposto por Paulo Ricardo Boff, graduando UFSC) A figura abaixo, repre-
senta trés semi-circunferéncias de centros M, N e P, tangentes duas a duas
respectivamente, nos pontos A, B ¢ C. Os segmentos MM', NN', BB’ e

PP’ séo perpendiculares a reta r. Se a medida do segmento BB’ é igual a S
unidades de comprimento, qual € drea do tridngulo AM' N’ P’ em fungéo de S?

N'

SOLUCAO: (apresentada pelo estudante André Ginklings Frées da Cruz, CE-
FET - Florian6polis/SC)

Seja A a origem do plano cartesiano com AC sobre o eixo X. Considere
AM =r, AN = Re BB’ = S. Entio temos 0s pontos:

A(0,0); M(r,0); B(2r,0); P(R+r,0); C(2r,0); N(R,0); M'(r,r); N'(R, R');
B'(2R,S); P'(R+r,R—r).

Y
R N'

1% \,

r R
0lA M N B P C

Sabe-se que dados trés pontos ndo colineares X (x1,y1), Y (22, y2) e Z(x3, y3).
a drea do tridngulo A XY Z é dada por:
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‘D‘ x1 oy 1
AAXYZ = 77 onde D= i) Y2
z3 ys 1

Entdo a drea do tridngulo AM’N'P’ é:

1 T r 1 1
AAM,N,P,:§ R R 1 :§|2Rr—2r2|. (1)
(R—7) (R+7) 1

Mas sabemos também que a equacdo da circunferéncia de raio R e centro
N(R,0) é dada por:

(x— R)*+y* =R 2)
Substituindo o ponto B’(2r,.S) em (2), temos

(2r—R)?+S?=R*>=> 4> —4Rr+ R*+ 5S> =R*>>

2
S? = ARr — 4r* = % = 2Rr — 2r2. (3)

Por fim, substituindo (3) em (1), obtemos:

1/]S?
A NPl — — _—
AM'N'P 2(2

_1sr_ s
T 292 40

que ¢ a area procurada.

Revista da ORM/SC n° 5, 2008






<

Problemas
Propostos







101

Convidamos o leitor a enviar solugdes dos problemas propostos e a sugerir no-
vos problemas para as proximas edi¢des. As melhores solugdes serdo publicadas na
proxima edigcdo e os autores receberdo um exemplar da mesma (Veja “Informagdes
Gerais”).

1. (Proposto pelo professor Antonio Viadimir Martins, UFSC)

O didmetro de um conjunto (de reta, do plano, R3, ... ,R™, ... )¢ adistincia
maxima entre quaisquer dois dos seus pontos. Exemplos:

@&%

diam:\/_ diam= PQ diam= A B dlam—

a) Mostre que qualquer curva que divide a regido circular
de diametro igual a 1 u.c.(u.c. significa “unidade de com-
primento”) em duas partes, uma das partes tem didmetro
igual a 1 u.c.

b) Se a distancia entre os lados opostos de um hexdgono regular é 1 u.c., achar a
medida do lado do exdgono.

¢) Mostre que cada uma das trés partes da divisdo de um
hexagono regular cuja distancia entre os lados opostos é
1 u.c., conforme o modelo abaixo, tem didmetro menor
do que 1 u.c.

d) Prove que ndo € possivel cortar um quadrado de lado com medida 1 u.c. em trés
partes, tendo cada uma didmetro menor do que 1 u.c.

e) Como cortar a esfera de didmetro igual a 1 u.c. em quatro partes, tendo cada
uma diametro menor do que 1 u.c.?

2. (Proposto pelo professor Antonio Viadimir Martins, UFSC)

a) Na figura abaixo tem-se quatro recipientes:
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AR

Em cada recipiente fazemos despejar dgua a razdo de 1 copo por segundo.
Esbogar graficos da altura i da d4gua em fungdo do tempo ¢.

b) Analisar o seguinte problema inverso:

h h

Para cada um dos gréficos, esbocar uma figura possivel para o recipiente que
resultou neste grafico.

3. (Proposto pelo professor Antonio Viadimir Martins, UFSC)

Na figura os planos formam um angulo
agudo «. B é retdngulo, A é quadrado
e este quadrildtero tem um par de lados
paralelos a reta comum aos planos. Se
o quadrado A é a projecdo ortogonal do
retangulo B, achar uma relacio entre a
dreade A e adreade B.

4. (Proposto pelo graduando Edson Luiz Valmorbida, UFSC)
o0
1
A série harmonica é definida como Z —. Sabe-se que esta é uma série di-
n

n=1
00

. S 1
vergente (verifique!), ou seja, ndo existe nimero real M tal que E - < M.
n
. . n=1
Mostre que se retirarmos todas as fracdes que possuem o algarismo 9 entdo a
série torna-se convergente.
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5. (Proposto pelo graduando Paulo Ricardo Boff, UFSC)

227 (n1)2\ 2
Mostre que ™ = (nlirr;o W) .
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Resultados de premiados da ORM em outras olimpiadas

Renan Henrique Finder (Joinville): medalha de ouro na Olimpiada Regional de
Matematica (nivel 2)

e Medalha de bronze na Olimpiada de Maio em 2006 (nivel 2)
e Medalha de ouro na Olimpiada Brasileira de Matematica em 2006 (nivel 2)

e Medalha de ouro na Olimpiada de Matemadtica do Cone Sul em 2007

Gustavo Lisboa Empinotti (Floriandpolis): medalha de ouro na Olimpiada Re-
gional de Matemética (nivel 2)

e Medalha de prata na Olimpiada Brasileira de Matematica em 2006 (nivel 2)

e Men¢ao honrosa na Olimpiada de Maio em 2007 (nivel 2)

Leonardo Gongalves Fischer (Fraiburgo): medalha de prata na Olimpiada Regi-
onal de Matematica (nivel 2)

e Mengao honrosa na Olimpiada de Maio em 2006 (nivel 2)

Natan Cardozo Leal (Sao Bento do Sul): mencao honrosa na Olimpiada Regional
de Matematica (nivel 2)

e Medalha de ouro na Olimpiada Brasileira de Matemaética de Escolas Publicas
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Envio de Problemas e Solucoes

A sec¢do de problemas propostos e solucdes é uma se¢do dindmica. Contribua
propondo problemas ou enviando-nos suas solucdes de qualquer problema proposto.
Os problemas ndo devem exigir, de preferéncia, conteidos de matematica de nivel
universitdrio, porém podem ter solugdes alternativas usando estes contetidos.

Envio de Artigos

Professores do ensino fundamental e médio, professores universitarios, bem como
alunos de graduacdo e pds-graduacdo estdo convidados a enviar seus artigos para a
revista.

Artigos submetidos para publicacio serdo analisados pela comissdo editorial. Os
artigos devem abordar os temas de forma clara e nfo eminentemente técnica e ndo
devem necessitar, como pré-requisitos, conhecimentos de matematica de nivel univer-
sitario.

Nao hé exigéncia de um editor de texto em particular mas, caso o autor conheca e
utilize o IXTEX, entdo o artigo poderd ser submetido neste formato.

Cadastramento

Diretores, coordenadores e professores de matemaética que desejarem que seus alu-
nos participem das olimpiadas (OBM e ORM) devem cadastrar suas escolas. Existe
um periodo em cada ano para cadastramento na OBM. Escolas cadastradas nos anos
anteriores permanecem cadastradas na OBM nos anos subseqiientes, exceto se for feita
uma chamada para recadastramento. Ja paraa ORM ¢é preciso fazer um recadastramen-
to todo ano, havendo também para isso um periodo em cada ano (ver a nossa pagina).

Alunos interessados em participar das olimpiadas devem solicitar a seus profes-
sores de matemdtica que cadastrem a escola. Lembramos que as olimpiadas de ma-
tematica sdo feitas para os alunos, ndo sendo uma competicdo entre escolas. Assim
sendo, espera-se que as escolas estimulem seus alunos a participar e que, no minimo,
apoiem aqueles alunos que assim o desejarem.

Como adquirir a revista

Esta revista esta sendo distribuida gratuitamente a diversas escolas do estado de
Santa Catarina (um exemplar por escola). Escolas que ndo receberam a revista podem
nos solicitar o envio da mesma.
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Além disso, a revista € enviada as universidades federais brasileiras (um exemplar
por IES), por intermédio da Biblioteca Universitaria da UFSC.

Erramos

Na Revista n°4, devem ser observadas as seguintes alteragdes:

e Pagina 05: O titulo correto do segundo artigo € “O Teorema de Menelau, um
Exemplo de Aplicacdo de Areas em Problemas Geométricos”.

Fale Conosco

Entre em contato conosco para esclarecer suas ddvidas, dar sugestdes ou fazer
corregOes por:
— Nosso site: www.orm.mtm.ufsc.br
— Telefone/Fax: (48) 37216809 (PET - Matematica)
— e-mail: orm@pet.mtm.ufsc.br
— Enderego: PET - Matematica
Departamento de Matemética - CFM
UFSC
Campus Universitério - Trindade
88040-900 — Florian6polis/SC
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