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Apresentacao

A Revista da Olimpiada Regional de Matematica de Santa Gatarp resultado
de um projeto de extenséo da UFSC e uma atividade de extem§&ograma de Edu-
cacao Tutorial (PET) Matematica (SESU/MEC) da UFSC. Rpdin ainda do projeto
nove professores do Departamento de Matemética da UF$&. @imero da Revista
foi financiado com recursos da Associacédo Instituto Natideaaviatematica Pura e
Aplicada- IMPA, na forma de um auxilio financeiro para um dwesha Olimpiada
Brasileira de MatematicaA Revista € um projeto independente de outro projeto de
extensdo da UFSC,@limpiada Regional de Matemética de Santa Catarina (ORM)
gue contou com a participacdo de uma bolsista de extensémdmma PROBOL-
SAS, da Pro-Reitoria de Extensédo (PROEX) e de alunos vaiosté ORM faz parte
do projetoPrograma Nacional de Olimpiadas de Matematica / OlimpiadasBeira
de MateméticgMCTI/CNPg/MEC/CAPES/FNDE).

O principal objetivo da Revista é divulgar a ORM em todo o@side Santa Cata-
rina através de sua distribuicdo gratuita a cerca de 10@0assuiblicas e particulares,
as Secretarias de Educacao de todos os municipios do estatbal@s as Geréncias
de Educacéo do estado. Além disso, a Revista é enviada adefAIES publicas
através do programa de divulgacao da Biblioteca Univeiaitta UFSC. A Revista
divulga ainda @limpiada Regional Mirim de Matematica (ORMMutro projeto de
extensdo da UFSC e também uma atividade de extensao do PEmBata, que esta
direcionada para os alunos 8 ano do ensino fundamental de algumas escolas de
Santa Catarina.

Como sempre, encorajamos todos os leitores a enviar prablpana a se¢do “Pro-
blemas propostos” e solugbes dos problemas daquela segdosfys em nameros
anteriores. Artigos serdo bem recebidos e publicados dpsdsejam aprovados pelo
Comité Editorial da Revista.

Floriandpolis, 28 de novembro de 2015.

Alda Dayana Mattos Mortari
Coordenadora da Revista da ORM/SC

José Luiz Rosas Pinho
Tutor do PET Matematica da UFSC
Coordenador da ORM/SC
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XVII ORM em NUmeros 13

XVII ORM em NUmeros

Na primeira fase da XVII Olimpiada Regional de Matemétice&Sdata Catarina
participaram 9672 alunos de ensino fundamental e médiondos de 102 escolas
publicas e particulares de 43 municipios do estado. Detdk foram classificados
696 alunos para a segunda fase, dos quais 367 comparecewmnegl&zar a prova,
cujas distribuicBes por niveis e anos sdo mostradas abaixo.

Total de alunos participantes da segunda fase, separadosruveis

Nivel 1: 113
Nivel 2: 176
Nivel 3: 78

Nivel 1

6° Ano 6° Ano: 41
7° Ano: 72
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14 XVII ORM (2014)
Nivel 2
9° Ano 8° Ano 8° Ano: 80
9° Ano: 96
Nivel 3
1° Ano: 21
2° Ano: 25
3° Ano: 32
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Premiados 15

Premiados

A cerimdnia de Premiacdo da XVII Olimpiada Regional de Mdtéca de Santa
Catarina ocorreu no dia 29 de novembro de 2014, no Centro ligr&€e Eventos da
Universidade Federal de Santa Catarina e contou com a geedas seguintes autori-
dades: Tereza Cristina Rozone de Souza, diretora do Departa de Ensino, Licio
Hernanes Bezerra, Diretor em exercicio do Centro de Ciéikégacas e Matematicas,
Maristela Helena Zimmer Bortolini, Pro-Reitora Adjunta Betensao, Aldrovando
Luis Azeredo Araujo, Subchefe do Departamento de Matemé8ivia Martini de
Holanda Janesch, Coordenadora do Curso de Matematicéai@i8otelho Costa,
bolsista de extensdo da ORM, Daniella Losso da Costa, taotisextenséo do PET
Matemética, Carmem Suzane Comitre Gimenez e José Luiz Rodas, professores
do Departamento de Matematica responsaveis pela olimpiada

Na cerimonia, foram premiados 34 estudantes (0 que coméspaproximada-
mente, a 7% dos alunos que participaram da segunda fasen Bedalhas de ouro,
5 com medalhas de prata, 11 com medalhas de bronze e 15 cordendmprosas.

Prémio William Glenn Whitley *

e Ana Luiza Coelho Demétrio (Florianopolis)

Nivel 1

Ouro
e Ana Luiza Coelho Demétrio (Florianopolis)
Prata

e Ana Claudia Zezulka (Florianépolis)
e Enzo Jardim Vendramin (Florianépolis)

e Murilo Schoffen Prado (Florianépolis)

10 prémio é destinado ao aluno com a maior pontuag&o na Oliimagional de Matematica de Santa
Catarina. Esta é uma homenagem ao professor William Glernitiéy/fver revista da ORM%4) e comegou
a ser entregue no ano de 2006.

Revista da ORM/SCTN13, 2016



16 XVII ORM (2014)

Bronze
e Alexandra Luiza Sartorreto Matte (Florianépolis)

e Artur Lucio Dos Santos (Joinville)

Eduardo Masselli (Florianépolis)

Enthony Antunes Negrello (Joinville)
e Felipe Jeremias Dur&o (Floriandpolis)
e Martin Baraldi Lobe (Blumenau)
Mengéao Honrosa

e Ana Paula Nunes Pires Lopes (Florianépolis)

Bruno Joukoski (Florianépolis)

Camila Canary de Felippe (Sao José€)

Francisco Bustos Ortigara (Florianépolis)

Kevin Luis Stein (Joinville)

Pietro Francisco Testoni (Sao José)

e Tales André Rovaris Machado (Florianépolis)

Nivel 2
Ouro
e Lorenzo Andreaus (Blumenau)
Prata
¢ Rafael Della Giustina Basilone Leite (Floriandpolis)
Bronze
e Eduardo Gomes Bonilha Gongalves (Florianopolis)

e Rina Chen Carvalho (Florian6polis)

Revista da ORM/SCTN13, 2016



Premiados 17

Mencéo Honrosa

e Ana Carla Costa Da Silva (Itajai)
e Katarine Emanuela Klitzke (Timbd)
e Mateus Israel Silva (Florian6polis)

e Victor Mosimann Duarte (Florianépolis)
Nivel 3
Ouro

e Thiago Da Silva Pinto (S&o José)
Prata

e Mateus Spezia (Itajai)
Bronze

e Airton José Schmitt Junior (Florianépolis)
e Antbnio Jeronimo Botelho (Tubarao)

e Davi Gustavo Lisboa Girardi (Floriandpolis)
Menc¢éo Honrosa

e Fernando Luiz Alves Lapa (Joinville)

Guilherme Maziero Volpato (Florianépolis)

Homero Cézar De Campos (Balneario Camborit)

Vitor Probst Curtarelli (Timbd)
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18 XVII ORM (2014)

Escolas Participantes

Centro de Educagédo de Jovens e Adultos Vereadora Rita Quégfiosloéo do
Sul); Centro de Educacdo Nossa Senhora da Conceicao (Floriagfiedintro de
Educacéo Oficina dos Sonhos (Joinvillégntro Educacional Céu Azul (Porto Unido);
Centro Educacional Cruz e Souza (Florianépol&ntro Educacional Cruz e Souza
(Lages); Centro Educacional Estimoarte (Floriandpoli€entro Educacional Me-
nino Jesus (FlorianépolisZentro Educacional Nossa Senhora de Fatima (Pome-
rode); Centro Educacional Paulo Neves Freire (Sao JoSéytro Educacional Pe-
dro dos Santos (Rio do Sulfentro Educacional Roberto Machado (Rio do Sul);
Colégio Agricola de Camborit (Camborii@plégio Alto Vale (Rio do Sul)Colégio
Antbnio Peixoto (Florianépolis)Colégio Bom Jesus Coracao de Jesus (FlorianGpo-
lis); Colégio Bom Jesus Diocesano (LageSilégio Bom Jesus Divina Providéncia
(Jaragua do sul)Colégio Bom Jesus Santo Antbénio (Blumena@plégio Catari-
nense (Florianépolisolégio CEB (Séo Joséfiolégio Cenecista José Elias Moreira
(Joinville); Colégio Cenecista Marcos Olsen (Cacad@diégio Cenecista Sao José
(Rio Negrinho);Colégio da Lagoa (FlorianépolisZolégio da Univille (Joinville);
Colégio de Aplicacao da UFSC (Florianopoli€)plégio de Aplicacdo da UNESC
(Cricima); Colégio de Aplicacéo da Univali (Balneario Cambori@plégio Dehon
(Tubarao)Colégio Dom Bosco (Rio do Sull;olégio Dom Jaime Camara (Sao José);
Colégio dos Santos Anjos (Joinville;olégio Elisa Andreoli (Sdo Joséf;olégio
Espaco (Braco do Norte)Colégio Evangélico Jaragua (Jaragua do SQlpjlégio
Geragéo (Floriandpolisolégio Harmonia (Ibirama)Colégio Incentivo (Biguagu);
Colégio Jardim Anchieta (FlorianopolisFolégio Luterano Santissima Trindade (Ca-
tanduvas)Colégio Marista (Criciima)Colégio Maximiliano Gaidzinski (Cocal do
Sul); Colégio Sagrada Familia (Blumena@plégio Salesiano Itajai (Itajailzolégio
Santa Catarina (Florianépolisfolégio Santa Rosa de Lima (Lage€§plégio San-
tissima Trindade (Joacab&)plégio S&o Bento (Criciimajfolégio Sao José (Porto
Unido); Colégio S&o José (Tubarad)plégio Sao Luiz (Brusquey;olégio Servos de
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Escolas Participantes 19

Maria (Turvo); Colégio Sinergia (Navegantesfolégio Sinodal Doutor Blumenau
(Pomerode);Cooperativa Educacional de Imbituba (Imbitub&gscola Autonomia
(Florianopolis); Escola Basica Municipal Dona Dilma Mafra (BombinhaEgcola
Béasica Municipal Estacéo Luzerna (Herval D’Oest&3rola Basica Municipal Ma-
noel José da Silva (Bombinhagscola Basica Municipal Professor Roldao das Ne-
ves (Biguagu)Escola Basica Ministro Pedro Aleixo (Massarandulisjucandario
Imaculada Conceigéo (Florianépoligscola Educacional Técnica Satc (Criciima);
Escola Agrotécnica Federal de Sombrio (Santa Rosa do Estpla Bardo do Rio
Branco (Blumenau)Escola de Educacdo Béasica Adélia Cabral Varejdo (Laguna);
Escola de Educacéo Basica Altamiro Guimarées (Anténio Ggriescola de Edu-
cacdo Basica da Unidavi (Rio do SuBscola de Educacao Basica Erwin Radtke
(Blumenau);Escola de Educacao Béasica Padre Izidoro Benjamim Moro (Liindd
Sul); Escola de Educacéo Bésica Professora Maria da Gléria Sipeaa(); Escola

de Educacéo Basica Rubens de Arruda Ramos (CriciliBszpla de Educagdo Ba-
sica Santa Teresinha (Curitibano&scola de Educacao Basica Willy Hering (Rio
do Sul); Escola de Ensino Fundamental Cristo Rei (Cocal do Se$ola de En-
sino Fundamental Demétrio Bettiol (Cocal do SuEscola de Ensino Fundamental
Padre Reinaldo Stein (Anchieteé}scola de Ensino Fundamental Professor Tercilio
Bastos (Major Gercino¥scola de Primeiro Grau Padre Celestin Freinet (Blumenau);
Escola Dinamica (FloriandpolisEscola Internacional de Floriandpolis (Florianépo-
lis); Escola Internacional Sociedade Educacional de Santa Gatgfioriandpolis);
Escola Internacional Tupy (JoinvilleEscola Municipal Bairro Antena (Caxambu do
Sul); Escola Municipal de Educacéo Infantil e Ensino Fundamenueblvico Coccolo
(Criciima);Escola Municipal de Ensino Fundamental Anna Towe Nagel ¢i&rao
Sul); Escola Municipal de Ensino Fundamental Padre Mathias Maeig $Guarami-
rim); Escola Municipal Erwin Prade (TimbdEscola Municipal Governador Pedro
Ivo Campos (Joinville)Escola Municipal Padre Martinho Stein (Timb&scola Mu-
nicipal Professora Elsir Bernadete Gaya Muller (Navegagniescola Municipal Pro-

Revista da ORM/SCTN13, 2016



20 XVII ORM (2014)

fessora Maria Hostim da Costa (NavegantEskola Municipal Tancredo de Almeida
Neves (Praia GrandeEscola Municipal Tomaz Francisco Garcia (Balneario Cam-
borit); Escola Técnica de Comércio de Tubar&o (Tubar&syola Técnica do Vale

do Itajai (Blumenau)lnstituto Federal de Educacdo de Santa Catarina (Florian6po
lis); Instituto Federal de Santa Catarina - Campus Gaspar (Gakpenpn - Joacaba
(Joagaba)Senai Sao José (Sao Jos&yriedade Educacional Posiville (Joinville).

Revista da ORM/SCTN13, 2016
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Provas e Gabaritos
Prova Nivel 1

1. Em2014, a fabrica de chocolates Chocomética proda@iir0 ovos de Pascoa.
Sabe-se que:

(a) A Chocomética iniciou sua produgdo no dia primeiro deifande2014
(em uma quarta-feira) e encerrou no thiede abril de2014 (em um sébado,
um dia antes da Pascoa);

(b) A Chocomatica ficou fechada no més de fevereiro e ndoduanciaos do-
mingos. Em cada um dos outros dias (incluindo feriados), @@matica
produziu 0 mesmo nimero de ovos.

Quantos ovos a Chocomética produziu em um dia de funcionamen

2. Em um reino distante, o rei KAN decidiu atribuir um codigceala funcionario
do reino. A construgdo dos codigos obedece as seguintesregr

(a) Os cddigos séo formados pelos simbolos K, A2 B3 e cada codigo pode
ter de um a seis simbolos;

(b) Em um codigo, podem existir nUmeros repetidos, mas néerpcexistir
letras repetidas;

(c) Em um cédigo, o primeiro simbolo deve ser uma letra e aadefue figu-
ram no cédigo devem seguir a ordem do nome dorei: K, Ae N;

(d) Em um codigo, dois numeros ndo podem aparecer lado a lado.
Por exemplo, K2N2 é um cddigo permitido, mas N3A nao é pedamitiAo

distribuir os codigos, o rei percebeu que trés funciondit@asam sem codigo.
Qual é o nimero de funcionarios do reino?

3. Um ndmero naturat é quase primae existem ndameros primps ¢ de modo
quen = p - g, isto é,n é o produto de dois niUmeros primos. Quantos séo 0s
ndmeros quase primos dea 50?

4. Pedro, Jodo e André possuem, cada um, uma certa quardiel adéas.

- 1 . .
André diz: “Se eu def das minhas balas para Pedro, todos nos ficamos com a
mesma quantidade de balas.”

Revista da ORM/SCTN13, 2016



22 XVII ORM (2014)

. , 1 . .
Jodo diz: “Ja eu, se d%r das minhas balas para Pedro, ele ficara 2dralas a

mais do que eu.”
Quantas balas possui cada um?

5. O arquiteto asteca Toatl constroi piramides com tijoloada
tijolo tem dimensde8 dm, 1 dm e 1 dm, como mostra a figura

aolado. Zom fom
Em uma pirAmide, cada andar tem base quadrdd&ede altura. Além disso,

a distancia entre as bordas de dois andares consecutivasi&deomo mostra

a figura abaixo.
1 dm
1dm 1dm

ﬂdm

1dm

Responda as perguntas abaixo.
(a) Quantos tijolos possui a piramide de 3 andares conatpod Toatl, sa-
bendo que o andar superior possui o0 menor niimero possiiglde?

(b) Se Toatl tem 25 tijolos e constréi a mais alta piramide com o mesmo for-
mato, quantos tijolos sobram?

Revista da ORM/SCTN13, 2016
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Prova Nivel 2

1. Encontre todos os conjuntdsque satisfazem, simultaneamente, as condicdes
abaixo:

(i) A € um subconjunto dos nUmeros naturais;
(ii) A possui cinco elementos;

(iiiy Para quaisquem, n € A, ndo necessariamente distintos— n € A ou
n—m € A.

2. Mostre que2014 ndo pode ser escrito como a diferenca de dois quadrados de
nameros naturais.

3. Um caminh&o deve partir da cidadepara transportar um carregamento de ar-
roz e feijdo para a cidadB. Partindo vazio ded, ele deve passar pela cidade
de Arrozlandia para ser carregado de arroz e pela cidadejotRdia para ser
carregado de feijdo. As cidadds B sao ligadas por duas estradas com trechos
horizontais e verticais e por uma estrada diagonal, cordanapa abaixo. As
estradas tém mao dupla (isto €, os veiculos trafegam noseicislos) e pos-
suem pedagios onde o caminhoneiro deve pagar uma gquantimbeird para
prosseguir. Os pedagios sao indicadospp® e /A e 0 prego para passar nos
pontos] € de R 8,00, nos ponto$ é de R 9,00 e nos pontoA é de R 10,00.

(Llkm 1km 1km 1km 1km 1km

1km 1km

1km

C1km
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(a) Determine a rota na figura acima para que o caminhonegnoepa menor
valor possivel de pedagios.

(b) Imagine um outro mapa em que as cidadesArrozlandia e Feijolandia
continuam nas mesmas posi¢des do mapa acima, mas a altwecdnapa
€ 100 km em vez del km. Neste novo mapa, os padrdes das estradas e
dos pedagios se mantém, ou seja, ha duas estradas com tvediices
e horizontais a cadakm e uma estrada diagonal, todas as estradas com
pedagios a cadakm a partir deA. Neste novo mapa, qual rota deve ser
tomada para se pagar o minimo valor de pedagios?

(c) A partir de qual valor de altura no mapa acima, a rota qué determinou
em (b) é mais barata que a rota em (a)?

4. A reflexdo da luz possui a propriedade de que o angulo d#éincia é igual ao
angulo refletido, conforme a figura 1. Dois espelhos formatmeesum angulo
« e um raio de luz paralelo a um dos espelhos é refletido nosptntg, N e
A, conforme a figura 2. Calcule o &nguio

v

Figura 1

o

Figura 2

Revista da ORM/SCTN13, 2016



Provas e Gabaritos 25

. . . 2>+ x+3
5. (a) Encontretodos os numeros reais que podem ser essrartosnaﬁ,
x

para algum numero real
(b) Encontre o maior valor inteiro da expresséo do item (a).

Revista da ORM/SCTN13, 2016



26 XVII ORM (2014)

Prova Nivel 3

1. Para um dado inteiro positivg encontre todos os conjuntdsque satisfazem,
simultaneamente, as condi¢des abaixo:
(i) ACN;
(ii) A possuik elementos;
(iii) Para quaisquem,n € A, ndo necessariamente distintps,— n| € A.

2. Calcule o valor minimo da fun¢go: R — R, dada por

flx) =2 — 42 + 72% — 62 + 5.

3. SejaABC um tridngulo equilatero de ladb Divida o segmentdAB emn
partes iguais, nomeando os pontos da divisadde= A, Pi,..., P, = B.
Calcule o seno do anguléC' P, .

4. Mostre que 2014 ndo pode ser escrito como a diferenca gdedods de nime-
ros naturais.

5. SejamABC um triangulo € um ponto qualquer sobre o ladi”. Sejami/y,
Ms, Ny, No, Dy € Dy 0s pontos médios dos segmentbB, BC, AV, VC,
BV e AC, respectivamente. Sefa o ponto de intersecgdo entre os segmentos
MiNy e MoNy.

(a) Mostre queDy, O e D, séo colineares.
(b) Mostre queD;0 e O D, possuem 0 mesmo comprimento.

Revista da ORM/SCTN13, 2016
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Gabarito Nivel 1

1. O ndmero total de dias dos meses de Janeiro, Margo e mhisdiss de Abril
€ igual a:

31+31+19 =81
Vamos contar os domingos de Janeiro, Margo e Abril até d%l{@abado):
Janeirodial é uma quarta e digl € uma sexta, entdo teméslomingos;
Fevereiro ndo precisamos contar os domingos;
Marga dial € uma sabado e di € uma segunda, entdo teniodomingos;
Abril: dial é uma terca e did9 é um sdbado, entdo temdslomingos.
No total sdot + 5 4+ 2 = 11 Domingos naquele periodo.

Portanto, a Chocomatica trabalh®u— 11 = 70 dias desd4e godia de Janeiro
até19 de Abril, e 0 nimero de ovos produzidos por dia%e,fo— = 351.
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2. Vamos armar uma arvore com todos os possiveis codigoscemae com a

letra K:
1 Simbolo 2 Simbolos 3 Simbolos 4 Simbolos 5 Simbolos 6 Simbolos
2 N 2
3 3
N
S S
4 s 3
2 3
2 N—"_3 L2
2 N 3
A <3 N 2
N 2 \
3< B
3
K

2

g N="_4

2 3
N<3

2

.l

Lembramos que um cédigo pode ter de um a seis simbolos, éhtdaim
codigo,K2, K3, KA, KN, K2A, etc, sdo codigos.
Portanto, temo$ + 4 + 9 + 14 + 12 + 8 = 48 c4digos comecando cofd.

Comecando coml ha12 possiveis cédigos.
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Comecando conV ha3 possiveis cddigos.
Portanto, no total, hd8 + 12 + 3 = 63 cddigos possiveis.
Como3 funcionérios ficaram sem codigos, entdcBar 3 = 66 funcionarios

no reino.

3. Vamos examinar quais os fatores primos que podem apaecam nimero
guase primo dd a 50: comecando con2 (0 menor), podemos ir até3 (o
maior), pois2 x 23 = 46 < 50 e2 x 29 = 58 > 50. Ent&o os fatores sdo
2,3,5,7,11,13,17,19e 23.

Quase primoscomofat@r 2 x 2,2 x3,2x5,2x7,2x 11,2 x 13,2 x 17,
2 x 19, e2 x 23 (9 possibilidades).

Quase primos com o fat8r(como menor)3 x 3,3 x 5,3 x 7,3 x 11,3 x 13
(5 possibilidades).

Quase primos com o fatér(como menor)5 x 5,5 x 7 (2 possibilidades).
Quase primos com o fat@r(como o menor)7 x 7 (1 possibilidade).

E n&o ha mais, poisl x 13 = 143 > 50.

Portanto, sé@@ + 5 + 2 + 1 = 17 nimeros quase primos dea 50.

. 1 ~ .
4. Se André desse de suas balas para Pedro entéo ele, Pedro e Jo&o ficariam com
a mesma quantidade de balas.

Isso significa que André ficaria co%q de suas balas, e essa quantidade é a

mesma com que Pedro ficaria, ou seja, a quantidade que etiieniiai?»1 da
qguantidade de balas que André tinha. Mas isso significa qumatigade de
balas que Pedro tinha originalmente é iguél da quantidade de balas que An-
dré possuia originalmente. Isso também significa que a igiaaletde balas que
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. 2 . - .
Jod&o possuia é |gualéada quantidade de balas que André tinha originalmente.

1 -
Se Joéo dessg de suas balas para Pedro, entdo Pedro ficariaxbalas a
mais do que Jodo.

Isso significa que Jodao ficaria C(}écnda guantidade original de balas que ele ti-

.22 4 . , . .
nha, ou sejag-g =3 da quantidade de balas que André possuia originalmente,

L . - 1 2
e que Pedro ficaria com a sua quantidade original de balasémais: 9 da

guantidade de balas que André tinha originalmente. Ou Bejdto ficaria com
1 2

3 + 9= g da quantidade de balas que André tinha originalmente. Aedifa

entre a quantidade de balas com que Pedro e Jo&o ficarianigstiia 2, ou

. 4 1 . L .-
seja,g “9=39 da quantidade de balas que André tinha originalmente.

. 1 ~
Logo, André ten2 - 9 = 18 balas, Pedro tenc?t - 18 = 6 balas e Jo&o tem

; - 18 = 12 balas.

. a) O andar de cima é quadrado com o menor nimero possivglds.tPor-

tanto, ele é formado por dois tijolos (quadran@):

O andar abaixo desse, sendo quadrado e obedecendo a “matgénitn, s6
pode ser formado p& tijolos (Quadradax4):
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O andar abaixo desse deveralgitijolos (Quadrad®x6).

Portanto, a pirAmide deandares é formada p2r+ 8 + 18 = 28 tijolos.

b) Repare que o proximo andar abaixo seria um quadtad8 = 64, ou seja,
teria; = 32 tijolos. Assim, comd andares, seriam necessarést 32 = 60

. . . . ..10x 10 . .
tijolos. Um quinto andar abaixo exigire——— = 50 tijolos, e no total seriam

10+50 = 110tijolos. Como o total tem25 tijolos, ele construira uma piramide
de5 andares, e sobrard@5 — 110 = 15 tijolos.
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Gabarito Nivel 2

1. Inicialmente, vemos que< A pois, paratode € A,0 =n —n € A.
Sejad = {0,m,n,p,q} com0 < m <n < p < ¢q. Entédo:

(@) Den < p < gq,temosn — m < p < ¢q. Logo,n —m =00un —m =m.
n —m = 0 implica emn = m, impossivel.n — m = m nos ddn=2m
(note quen — m = n é impossivel).

(b) Dep < q,temosp — m < p < q. Entdo:
e oup — m = 0, 0 que nos da = m (impossivel);
e OUp —m = m, 0 que nos da = 2m = n (impossivel);
e OUp —m = n = 2m, 0 que nos d@=3m.

(c) Temosy — m < ¢. Entdo:
e o0ug —m = 0, 0 que nos dg = m (impossivel);
e OUg —m = m, 0 que nos dg = 2m = n (impossivel);
e OUg —m = p = 3m, 0 que nos dg=4m.

Portanto,A é um conjunto da forma

A ={0,m,2m,3m,4dm}.

2. Note que2014 é igual a2 - 19 - 53. (Como2014 = 2 - 1007, devemos analisar
todos os fatores primos a2 < /1007 < 34. Encontramos9 como fator
primo.)

Entdo, sei? — b2 = 2014, teremos:
(a—b)-(a+b)=2-19-53

e, portanto(a — b) e (a + b) séo divisores de014.

Qualquer que seja a possibilidade péata- b) e (a + b), o fator2 estard em
um deles. Portanto ot — b) seré par a + b) serd impar, ola — b) sera
impar e(a + b) seré par. Mas entda — b) + (a + b) = 2a seré impar, o que é
impossivel.
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3. Considere o mapa:

11k3m , 1 km , lkmilkmilkm : 1/<:m{

1km 1km

1 km

C1Ekm

Ha trés possiveis rotas “razoaveis”:
Rota 1- O caminh&o sai dd, vai aFeijolandia vai paraArrozlandiapassando
por A, e segue direto para:

A — Feij. Ei) Arroz. — B.

Rota 2- O caminh&o sai dd, vai aArrozlandia vai paraFeijolandiapassando
por A, e segue direto para:

A — Arroz. Ei) Feij. — B.

Rota 3- O caminhéo sai dd, vai aFeijolandia(ou aArrozlandia- tanto faz),
vai aArrozlandia(ou aFeijolandia), volta paraA e vai direto para3.

a) Os custos em cada rota sdo:

Rotal: [(3x9)+ (3x9)]+ (3x8)+(6x8)=>54+ 24+ 48 = 126;
Rota2: [(3x8)+ (3x8)]+ (3x9)+ (6x9)=48+ 27+ 54 = 129;
Rota3: (6 x9)+ (6 x 8)+ (5 x 10) = 54 + 48 + 50 = 152.
Portanto, &Rota 1 é a mais barata.
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b) O que muda neste caso, em relagdo ao caso (a), é gdaaandiaaté
B haverd99 x 2) pedagios, e 0 mesmo ocorrerafdgjolandiadireto atéB.
Por outro lado, del direto atéB, a diagonal medir&00+/2km, e como

141 < 100v2 < 142,

haveral41 pedagios nesse trecho diagonal.
Ent&o os custos seréo:

Rotal: [(3x9)+(3
Rota2: [(3x8)+(3
Rota3: (6 x9)+ (6

X 9)] 4 (3% 8) + (99 x 2) x 8 = 54+ 24 4 1584 = 1662;
x 8)] 4 (3% 9)+ (99 x 2) x 9 = 48 +-27 4 1782 = 1857;
x 8) 4 (141 x 10) = 54 + 48 4 1410 = 1512.

Portanto, &Rota 3 € mais barata agora.
c) Sejak a altura do mapa, entéo:

Rotal: [(3x9)+(3x9)]+ (3x8)+2(k—1)x8=>54+24+16k—16 =
16k 4 62;

Rota2: [3x8)+(3x8)]+(3x9)+2(k—1)x9=48+27+18k—18 =
18k + 57;

Obviamente os custos da Rota 2 s&o sempre maiores do queadh $&ht> 2.
Rota3: (6 x 9) + (6 x 8) + |kv/2] x 10 = 102 + 10| k+/2], em que| kv/2]
€ 0 maior inteiro menor do que,/2 (também chamado gasodek/2).

SejamC (k) = 16k + 62 e C3(k) = 102 + 10| k+/2]. Note que
C3(k) = 102 + 10| kv2] < 102+ 10v2k = f(k).
Entéo, sef (k) < C1(k), temosCs(k) < Cy(k). Mas,
f(k) < Ci(k) < (16 — 10v2)k > 40.
Agora, del, 41 < /2 < 1,42 temos

14,1 < 10V2 < 14,2; —14,1 > —10v/2 > —14,2
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16 — 14,1 > 16 — 10v/2 > 16 — 14,2 > 0.

Assim,
(16 — 14,2)k > 40 = (16 — 10v/2)k > 40.

Portanto,l, 8k > 40, ou

4
k> % ~ 22,2 = (16 — 10v/2)k > 40.

Logo, sek > 23, teremos(k) < Cy(k).
Vejamos o que ocorre ge= 22 :

C1(22) = 16- 22 + 62 = 414

C53(22) = 102 + 10[22v2] = 102 + 310 = 412.

Portanto(C5(22) < C4(22).
Vejamos o que ocorrer ge= 21 :

C1(21) = 16 - 21 + 62 = 398

C5(21) = 102+ 10[21v2] = 102 + 290 = 392,

e aindaC3(21) < C1(21).
Vejamos o que ocorre ge= 20 :

C1(20) =16 - 20 + 62 = 382

C5(20) = 102 + 10[20V/2| = 382,

portantoCs(20) = C4(20).
Assim, a partir da altural km a Rota 3 € sempre mais barata do que a Rota 1.
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4. Veja a figura abaixo:

Note ques = «, pois sdo angulos correspondentes.cDe § = 90°, temos

~ AN ~
que, comaé + ANQ = 180°, 0 + TQ =90 e, portantoANQ = 2a. Por

outroladoyy = a+ 8 = 2a (v é externo adAOQ P). Entéo,A]VQ =y =45°
(poisA]VQ + v = 90°). Logo,2a = 45° e, portantopx = To = 22,50° ou
a = 22°30".
5. (a) Podemos escrever
%:k@(k—m?—xﬂk—s):o
gue tera solucao para algusse

1—4(k—1)(k—3) >0 4k* — 16k 4+ 11 < 0.
As raizes do polindmio da lltima desigualdade/sée Qfé ek’ = 2+§.
Portanto, a desigualdade acima é satisfeita se
Vb Vb

2— — <k<24 —.
2 - + 2
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~ 5 5
(b) Note que2 < /5 < 4. Entdol < % < 2 e, portanto3 < 2 + % < 4.

Logo, o maior valor inteiro dé é 3.
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Gabarito Nivel 3

1. Em primeiro lugar, encontraremos alguns conjuntos gtisfasem o enunci-
ado. Por exemplo, claramenf@, 1,--- , k — 1} satisfaz os itens (i), (ii) e (iii).
Mais geralmente, para qualquer nimero inteiro positivdfacil ver que o con-
junto A = {0,a,2a,...,(k — 1)a} satisfaz as condi¢cdes desejadas. Agora,
mostraremos que os conjuntos da fortma: {0, a,2q,...,(k — 1)a}, em que
a € um inteiro positivo, séo os Unicos conjuntos que satigfazesnunciado.
Para isso, sejd um conjunto qualquer que satisfaz as condicdes (i), (iij)e (i
Utilizaremos indug&o sobrke para mostrar que existe um ndmero inteiro po-
sitivo a tal queA = {0,q,2a,...,(k — 1)a}. Comok é um inteiro positivo,
segue do item (ii) quel é um conjunto ndo vazio. Assim, escolhende n
como um mesmo elemento deno item (iii), concluimos qué € A. Logo,
sek = 1, o problema esta resolvido. Fixe> 1 e suponha, por hipétese de
inducéo, que para todo conjuntocomk — 1 elementos satisfazendo (i), (ii) e
(iii), exista um numero inteiro positive tal queA = {0, a, 2a, ..., (k — 2)a}.
Seja A um conjunto comk elementos satisfazendo (i), (ii) e (iii). Escreva
A = {xg,x1,29,...,Tf—1}, COMEy < 21 < 9 < -+ < xp_1. Observe
que o conjuntdd’ = {xg,x1,x2,...,xr_2} Satisfaz os itens (i), (ii) e (iii) do
enunciado, pois para quaisquer< i < j < k — 2, tem-sex; —x; € A
e, comoz; — x; < xp—1, entdox; — x; € A’. Por hip6tese de inducéo,
existe um inteiro positiva: tal que A’ = {0,a,2a,...,(k — 2)a}. Assim,

A ={0,qa,2aq,...,(k —2)a,zr_1}. Por fim, aplicando o item (iii) repetidas
vezes comn = xp_1 €n = 0,a,2a,...,(k — 2)a, obtemos que ok elemen-
tos0 < a1 — (k—2)a < 21 — (k—3)a < -+ < k1 —a < T

sdo exatamente dselementos del. Como o menor elemento positivo de

é a, entdoxy_1 — (k — 2)a = a, ou seja,zy—1 = (k — 1)a. Isso mostra
queA = {0,a,2a,...,(k — 1)a}, completando o processo de indu¢édo. Segue
gue 0s Unicos conjuntos que satisfazem o enunciado séo psmtmnda forma
A=1{0,a,2a,...,(k—1)a}, em ques & um inteiro positivo qualquer.
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2. Observemos que* — 42> séo os dois primeiros termos do desenvolvimento do
binomial(z — 1)*. Dessa forma,

xt — 42 = (x —1)* — (627 — 4z + 1)
e, portanto,
fx)=(x—1)"—(62% —da+1)+72® —6x+5 = (z — 1) + 22 — 2z + 4.

Observando, novamente, qué — 22 s&o os dois primeiros termos do desen-
volvimento do binomia(z — 1)2, concluimos que

f(x) = (x—1)*+ (z — 1) +3.

Como(zx — 1)* > 0 e (z — 1)? > 0 para qualquer € R, entdof(x) > 3.
Por fim, observando qug(1) = 3, obtemos que o valor minimo geé3 e é
atingido emx = 1.

3. Asituacéo do enunciado é representada pela figura abaixo.

AP P B P P=B

Aplicando a lei dos cossenos ao triangilelC' P, obtemos

(P,C)? = (AC)? + (AP1)? — 2(AC)(APy) cos CAP,.
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Substituindo os valoredC =1, AP, = % eCAP;, = 60°, concluimos que

vn2 —n+1
PC=————.
n

A partir daqui, podemos proceder de duas maneiras.
Solucgéo 1:
Aplicando a lei dos senos ao trianguloAC' P;, obtemos

senCAP,  sen ACP;

pPC AP

Substituindo os valoreS AP, = 60°, AP, = % e o valor de de?; C calculado
acima, concluimos que

A 1 3
ACP, = | ——.
sen ACH 2Vn2—-—n+1

Solucgéo 2:

Ao considerarmosAP; e AB como as bases para os triangulasiC P, e
AABC, respectivamente, observamos que ambos possuem a masmaaisdt
sim,

1
aredANACP,) = — - ared AABC).
n

Como
ared AACP,) (PlC)(AC2) sen AC Py e dredAABC) — ?
entéo ) ;
sen ACP; = S\
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4. Suponha, por contradicdo, que existam dois niUmerosamsatue b tais que
2014 = a® — b3. Como a fatoragéo prima d#®14 é 2014 = 2 - 19 - 53,
entdo ndo podemos tér= 0, pois2014 ndo é um cubo perfeito. Visto que
a® —b® = (a—b)(a® +ab+b?), entda2014 = (a — b)(a® + ab + b?). Observe
quea — b ea® + ab + b2 possuem paridades diferentes, [@i$4 € multiplo de
2 mas ndo é multiplo dé. Notemos que, se& — b € impar, entda e b possuem
paridades diferentes e, com isad,+ ab + b? é impar (poisib € par en? + b2 é
impar). Logo, ndo podemos ter b impar, poisz — b e a? + ab + b? possuem
paridades diferentes. Além disso;- b < a? + ab + b?, pois

a—b<a+b<a?4+b®<a®+ab+ v

Resumindo:

(a—0b)(a®> +ab+b*) =2-19-53;

a—bépat

a—b<a®+ab+ b2
Nessas condicdes, ha apenas duas possibilidadespata « — b = 2 ou
a—b=2-19 = 38. Sea — b = 2, entdoa? + ab + b> = 19 - 53 = 1007 e,
usando que = b + 2, obtemos

1007 = a® +ab +b* = (b+2)* + (b + 2)b + b* = 3b* + 6b + 4.

Assim, 3(b% + 2b) = 1003, o que é impossivel, poi®)03 ndo é maltiplo des.
Resta apenas a possibilidade b = 38. Neste caso,

53 = a® +ab+b? = (b+38)% + (b+ 38)b+ b? = 3b* + 114b + 1444.

Isso diz que3b? + 114b = —1391, 0 que é impossivel, poisé positivo. Com
isso, concluimos que ndo existem dois nUmeros naturaistais que2014 =
a’® — b3
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5. Afigura abaixo representa a situa¢do do enunciado.

B

C

A demonstragéo consiste em aplicar repetidas vezes o TaatarBase Mé-
dia de um Tridngulo. Em cada um dos itens abaixo, a concliesfitesdeste
teorema.

(i) Como M; é o ponto médio delB e M, é o ponto médio d&C, entdo
M, M, é paralelo aAC (teorema aplicado ao triangub ABC).

(i) Como M; é o ponto médio delB e N; € o ponto médio delV, entdo
M, N, é paralelo @83V (teorema aplicado ao triangutABYV).

(ili) Como M, é o ponto médio dBC e N, é o ponto médio d& C, entédo
Ms N> é paralelo aBV (teorema aplicado ao trianguisV BC).

(iv) Como M; é o ponto médio delB e D; é o ponto médio d&V, entdo
M D, é paralelo a4V (teorema aplicado ao trianguvABYV).

(v) Como N; é o ponto médio delV e D, é o ponto médio d&V, entdo
N1 D, é paralelo &4 B (teorema aplicado ao triangutvABV).

(vi) Como M- é o ponto médio d&3C e D, é o ponto médio delC, entdo
M; D, é paralelo a4 B (teorema aplicado ao triangutb A BC).

Por (i), (i) e (iii), M1 M;N,N; é um paralelogramo. Por (i) e (ivM;, D
e M, séo colineares e, com (v) e (vi), concluimos qugD, M, Dy também
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€ um paralelogramo. Comb/; M>NoN; € um paralelogramo, entdo é o
ponto médio deV; M,. Agora, usando qué&’; D, M> Dy € um paralelogramo,
obtemos queV; M, e D1 D, se intersectam em seus pontos médios, o qual é
0 proprioO. Isso mostra qué;, O e D, sdo colineares, e que;0 e OD,
possuem 0 mesmo comprimento.
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[V ORMM em NUmeros

Na IV Olimpiada Regional Mirim de Matemética participaradi’ alunos do
quinto ano do ensino fundamental, oriundos de trés escatéisyares (Educandario
Imaculada Conceicéo, Escola Dinamica e Colégio Catar@)enama escola publica
(Colégio de Aplicacdo UFSC) de Florianopolis.

Na cerimbnia, foram premiados 32 estudantes: 1 medalharde #eom meda-
Ihas de prata, 9 com medalhas de bronze e 18 com men¢desdmnros

Ouro
e Camila Hasckel Loch (Colégio de Aplicacéo)

Prata

Akira Hisayasu Suzuki (Escola Dinamica)

Marcelo Evangelista Vieira Flores Pedrozo (Colégio Catarse)

Mateus Barcelos Faita (Colégio Catarinense)

Vitor Ricardo Thais Malvezzi (Colégio Catarinense)

Bronze
e Beatrice Bianchini Migliardi (Colégio Catarinense)
e Carolina Ventura Hawerroth (Colégio Catarinense)
e Caua Vicente Bitencourt (Educandario Imaculada Concgicao
e Cristiano Gio Ortiz Junior (Colégio Catarinense)
e Gabriel Antdnio Viviani Muschitz (Colégio Catarinense)
e Jodo Pedro Gomes Acosta (Educandario Imaculada Conceigéo)
e Leonardo De Bem Rizzieri (Colégio de Aplicacéo)
¢ Vitor Costa Farias (Colégio Catarinense)

¢ Vitor Jorge Meyer (Colégio Catarinense)
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Meng¢éao Honrosa

Ana Paula Kalfelz Fleck (Escola Dinamica)

André Indicatti Dalpiaz (Colégio Catarinense)

Anna Carolina Montana Silveira (Colégio de Aplicacao)

Arthur Bastos Neves (Colégio Catarinense)

Carlos Eduardo Fleischmann Alves Zambon (Colégio Catasiee
Daniel Kim Homrich (Colégio Catarinense)

Guilherme Borges Quadros (Educandério Imaculada Corzeica
Guilherme Medeiros Velho (Colégio de Aplicacdo)

Henrique Martignago Cassol (Colégio Catarinense)

Isabela Lourengo Da Silva (Colégio de Aplicagao)

Manuella Naschenweng Damian (Colégio Catarinense)

Marco Antdnio De Oliveira Batista (Colégio Catarinense)
Nathan Costa Marcondes (Colégio Catarinense)

Paula De Abreu Warken (Colégio Catarinense)

Paulo Arthur Flor Fernandes (Colégio de Aplicagao)

Rafael Napoli De Amorim (Colégio Catarinense)

Samara Ali Najmeddine (Educandario Imaculada Conceigéo)

Sophia Anténio Marques (Colégio Catarinense)
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Prova
Questdo 01

Escrever todos os numeros de trés algarismos diferentesmdeds instrucdes:

a) Todos 0s ndmeros sao multiplos de 5.

b) Em cada nimero, o algarismo da centena é igual a soma dosalgs da dezena
e da unidade.

Questéo 02

Um jardim retangular foi dividido como na figura a seguir.

E E

B E E

Sabemos que:
(i) Os canteiros C, D e E sédo quadrados.
(i) A e B sao canteiros retangulares.
(iii) Cada canteiro E tem 1 metro quadrado de area.

(iv) O canteiro A tem area de 8 metros quadrados.
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Pergunta-se:
a) Qual é a area do canteiro B?

b) Qual é a &rea total do jardim?
Questéo 03

Os alunos do quinto ano da escola Sabetudo queriam fazerastajinina. Para
dancar a quadrilha, foram feitos 32 pares de alunos (uman@enim menino), mas
um quinto dos meninos ficou sem par. Quantos alunos do quirtdhva na escola
Sabetudo? Quantos meninos? Quantas meninas?

Questao 04

Na festa de Jodozinho h& 19 mesas retangulares para seiagpedsas pessoas
sentam-se em cada lado da mesa e uma pessoa senta-se emntadeOppai de
Jodozinho resolveu juntar todas as mesas pelo menor ladagedma Unica mesa
comprida, conforme a figura. Todas as criancas se sentarabraam trés lugares.
Quantas criancas havia na festa?
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Gabarito

Questédo 1

Pela instru¢éda), os nimeros devem terminar em 0 ou 5, ou seja, as possibilida-
des para o algarismo das unidades € 0 ou 5. Quando o algarsmmidiades € zero,
os algarismos das dezenas e das centenas seréo iguaigmaizero (unidade) ndo
vai alterar o algarismo da dezena. Resta entdo apenas o Satganismo das unida-
des. Fazendo a lista para todos os possiveis algarismogz@sas cuja soma com o
algarismo das unidad¢s) ainda é um algarismo, obtemos:

centena(c) dezena(d) | unidade(u)
() = (d) + ()
6 1 5
7 2 )
8 3 5
9 4 )

Resposta Os nimeros sdo 615, 725, 835 e 945.
Questéo 2

a) Cada canteiro E tem uma unidade de area. Assim, o lado rdenganteiro A
mede 2m. Como sua area#?, seu lado maior mede o nimero que multiplicado
por 2 resulta 8, ou seja, mede 4 m. O maior lado do canteiro Abde o maior
lado do canteiro B, isto €, mede 4 m. O menor lado do canteiroriesponde a
trés lados do canteiro E, ou seja, ma&de 1 = 3m. A &rea do canteiro B é o
produto das medidas de seus ladbs: 3 = 12m?2.

Resposta A area do canteiro A 2m?2.

b) O lado maior de todo o jardim mede quatro lados do canteimais o lado maior
do canteiro A4 + 4 = 8m. O lado menor do jardim corresponde a cinco lados do
canteiro E5 x 1 = 5m. A area de todo jardim & x 5 = 40m?.

Resposta A area de todo o jardim €0m?.
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Questao 3

Sao 32 pares menino-menina: isso significa que sdo 32 memiBasmeninos,
mais 0s meninos que ficaram sem par. Como um quinto dos mefitpassem par,
conclui-se que quatro quintos dos meninos corresponde ae3inps. Entdo um
quinto dos meninos correspond8a-—+ 4 = 8 e o total de meninos €0. O total de
alunos &0 + 32 = 72.

Resposta Ha 72 alunos na escola Sabetudo: 40 meninos e 32 meninas.
Questédo 4

Como as mesas foram unidas pelo mesmo lado, as mesas das gootzodam
5 pessoas e as mesas do meio acomodam 4 pessoas. Sdo 2 mesaemigades
e19 — 2 = 17 mesas no meio: o numero total de lugarg@ & 5) + (17 x 4) =
10 + 68 = 78. Como sobraram 3 lugares tenitss— 3 = 75 lugares ocupados.

Resposta Havia 75 criancas na festa.
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Perguntas sobre o niimero zero

Julio César dos Rélis

julio@uesb.edu.br

Reumo: Neste artigo respondemos algumas perguntas sobre o nleterorais
especificamente sobre paridade, existéncia em algarismeios e pertinéncia aos
nameros naturais. Estas perguntas nos remetem para asguaitogerais. Quando
falamos que um nimero é par ou impar, estamos falando solbieacqntece quando
dividimos o nimero por 2. E natural estender a pergunta paggemcorre quando
a divisao é feita por outros nimeros e entdo estamos falamdlivisibilidade. A
pergunta sobre a existéncia do zero em algarismos romadoasseciada a sistemas
de numeragdo. A discussdo se o0 zero é ou ndo um numero naideahps levar a
falar de elemento neutro de operacgées e do infinito. Assirar@vdra a ponta de um
novelo do qual é possivel desenrolar varios assuntos.

Introducao

Em uma tarde de segunda-feira, a universidadeeberia um grupo de alunos do
ensino médio. Era uma daquelas visitas com o objetivo deemamtas instalagbes
universitarias e de tirar d(vidas sobre os cursos. Achooegial a interagdo com as
escolas afinal de contas, trata-se de uma instituicao idlierta a populacdo que,
em geral, ndo sabe disso. Por exemplo, os alunos do ensino seéapre se espantam
guando descobrem que eles podem frequentar a biblioteaavdasidade.

Assim que eu soube da visita, me ofereci para dar uma paksitrea matema-
tica. Na verdade, queria fazer um bate-papo informal e algieén que comecar a
conversa, direcionar o assunto. Os alunos chegaram, f@aesbidos por uma pro-
fessora, encaminhados para um auditério e a conversa caméZanicio a gente

1professor do DCET - Departamento de Ciéncias Exatas e Tegoas da UESB - Universidade Esta-
dual do Sudoeste da Bahia.

2Estamos falando da UESB - Universidade Estadual do Suddagahia, uma instituicdo conampi
nas cidades de Vitoria da Conquista, Itapetinga e Jequié.
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sabe como é: todo mundo timido, mas aos poucos o assuntoirndoflel o pessoal
fica mais a vontade para fazer perguntas. E apareceram pesdnem legais: sobre
geometria, sobre funcgdes, sobre teoria dos nimeros, drrites assuntos.

Neste artigo escolhemos algumas das perguntas que apanaueste bate-papo.
A escolha de quais perguntas mostrar aqui foi feita usandgocditérios (ndo muito
rigorosos): i) os assuntos deveriam ter alguma ligacac esitrii) os assuntos de-
veriam ser a “ponta do iceberg” de ideias mais gerais. No fimadatas, temos
algumas perguntas sobre o zero, que nos levaram a falaridibtivade, de sistemas
de numeragéo e de elemento neutro, num verdadeiro noveleedlaigda era possivel
desenrolar mais e mais assuntos.

O zero é par?

Uma das primeiras perguntas feitas foi sobre a paridaderdo 28 zero é par?
Por qué?”

Vamos relembrar rapidamente o que significa quando dizemesion namero
inteiron € par. Pegamos o numero inteft@ dividimos por 2. Temos um quociente
e um resto que pode ser zero ou um. Se o resto for zero, dizamas&dqum numero
par; se o resto for um, dizemos que impar. N6s nem olhamos para o quociente da
divisdo, vamos direto para o resto e conseguimos respoadensiimero € par ou
impar.

Vamos aplicar esse teste para o zero. Pegamos o zero, digigiar 2 e o resto
€ zero: entdo zero é par. Podemos até perceber que o qudeimiiiem é zero mas
para responder se um ndmero é par ou impar nem olhamos pasaiente.

Existem ideias importantes escondidas aqui. Estamosdaziras afirmacdées: i)
que é sempre possivel dividir um ndmergor 2, ou seja, dado um nimeroe o
ndmero 2 existery (quociente) e (resto) tais que: = ¢ x 2 + r e ii) que 0s restos
possiveis sdo zero e um. Por exemplopse 7, sabemos qué = 1 x 2 + 5 (nesse
casog = 1 er = 5). Mas esta nao é a divisdo que estamos acostumados pois o rest
esta “grande demais”. O mesmo vale para 2 x 2 + 3 (comq = 2 er = 3). Mas
em qualquer uma das igualdades anteriores vale a afirmagéto i¢, encontramag
er. A divisdo que aprendemos na escola€ 3 x 2+ 1 (temosg =3 er = 1) na
qgual valem i), pois encontramgs r € ii), poisr = 1.

Nesse caso, dizemos que 7 é impar pois o resto de 7 na divisd@do No caso
do zero, temo8 = 0 x 2 + 0 (no qualg = 0 er = 0) e dizemos, sem problemas, que
zero é par.
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Essas afirmac¢fesi) e ii) sdo casos particulares de um teanaisgeral conhecido
como Algoritmo da Diviséo de Euclides.

Teorema 1 Dados dois ndmeros inteirose m, comm > 0, existe um Unico par de
inteirosgertaisquen =gxm+red <r < m.

Uma demonstracdo desse teorema pode ser encontrada emeyuiziep sobre
teoria dos numeros, como o “Introducdo a teoria dos numdgdAjsie José Plinio
Santos, por exemplo.

Nas duas afirmacfesi) e ii) que fizemos aplicamos esse tepamaa = 2. Mas
o resultado é mais gerah ndo precisa ser apenas 2, pode ser qualquer outro nimero
inteiro positivo.

Outra ideia importante que aparece no teorema anteriorréitad¢iéo do resto.
Quando dividimos um ndmero inteiro por 2 s6 temos dois rgstssiveis: 0 e 1 (no
teorema isso esta escrito assirt » < m, comm = 2). O que acontece com 0 resto
guando dividimos um namero inteiropor 3? Bom, 0s restos possiveis sdo apenas
trés: 00,01 e 0 2. E se dividirmaspor 4? Os restos possiveis sdo 0, 1, 2 e 3 (temos
guatro restos possiveis). De modo geral, se dividirmpsrm temos apenas restos
possiveis: 0,1, 2,.., m — 2,m — 1 (sdo 0os numerascom0 < r < m).

Existem nomes para quando a divisdo de um ndmero intefgor um numero
inteiro positivorn deixa resto zero: dizemos quee divisivel porm ou quem divide
n. Por exemplog = 3 x 2 (observemos que o resto é 0) e dizemos entdo que 6 &
divisivel por 2 ou que 2 divide 6. Outro exemplo, 0 <@ (0 é divisivel por 2 ou 2
divide 0).

Vejamos que dizer que um ndmero inteir@ par ou dizer que é divisivel por 2
€ exatamente a mesma coisa.

Até agora, para saber se um nimero inteir® par (ou divisivel por 2) estamos
pegandon e efetuando a divisdo. Existe um outro jeito de saber se uneraigm
par, sem necessariamente dividir? Sim, existe. Chamarsogl&s critério de divi-
sibilidade: teste que nos permitem dizer se um nimero éid#ipor outro sem a
necessidade de efetuar a diviséo.

O critério de divisibilidade por 2 é bem simples: um nimetsiio n € divisivel
por 2 se, e somente se, 0 algarismo da unidade for igual a P62u8.

E a divisdo por 3 também tem um critério de divisibilidade.St por 4? Tam-
bém. Para ver os critérios de divisibilidade por 3, 4, 5, 68 & 9, sugerimos a
leitura do artigo “Critérios de divisibilidade” [5] de auta de Edson Luiz Valmorbida
e Fernando Correia publicado na edigao de nimero 8 da Rdai€d&M/SC, no qual
aparecem as demonstracfes desses critérios.
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Como se escreve zero em algarismos romanos?

Outra pergunta que apareceu na nossa conversa foi: “Conmscsave zero em
algarismo romano?” A resposta € bem simples: ndo existespe@garismo romano
justamente porque ele néo é necessario.

No nosso sistema de numeragao o zero serve para marcar uicigopaia. Por
exemplo, para o nimero 108, o zero indica que a casa das Gegsidavazia: sO
temos uma centena e oito unidades. Se olharmos para o nufEere&mos que,
em termos de simbolos (algarismos), este niimero ndo teremiifede 108: usamos
trés simbolos 0, 1 e 8, a Unica diferenca entre eles esta ngipatos simbolos e
devido a essa mudanca de posi¢ao os nimeros represenaddeEntes. Por causa
disso dizemos que nossa notagdo é posicional, isto é, odalsimbolo depende da
posicao que ele esta. Em 108, o 8 vale 8 unidades e em 801 o Begt®800 (ou
8 centenas).

Ja em algarismo romano, a notagdo ndo é completamentegmagicPor exem-
plo, 108 em algarismos romanos fica assim CVIIl, na qual o @esgmta 100, o V
vale 5 e cada | representa 1, como temos 3, entéo Il vale 3eBigs ndo comple-
tamente posicional pois em algumas situacdes a posicaarfappaquena diferenca:
por exemplo, 109 em algarismos romanos fica CIX (o IX repras@npois o | antes
do X significal0—1). O mesmo vale para outros valores, como 40 (X504 10) ou
90 (XC). Essa maneira de escrever, chamada de principicatubt € uma forma de
evitar repetir um mesmo simbolo 4 vezes; sem ele, 0 9 ficatlg ¥0 seria XXXX e
90 teria a forma LXXXX.

Mas a notagdo que se tornou mais comum e chegou até nos faig@oqosicional
e ela tem as suas vantagens. Quais sdo as vantagens da poticiémal?

Uma delas é que fica bem mais facil fazer multiplicaces. eTendltiplicar dois
ndameros em algarismo romano, por exemplo, XVIII multipliogor XIV, para ver
como é trabalhoso.

Outra vantagem é que os numeros ficam bem mais curtos, oue®@s uma
economia de simbolos necessérios para escrever um nungamas, por exemplo,
0 numero 888. Na notacao que estamos acostumados gastaenas &psimbolos.
Em algarismos romanos, este mesmo numero é escrito é@0OCLX X XVIII
com 12 simbolos.

Na notacgé&o posicional é necessario um simbolo para mar@apasicio vazia e
o zero faz esse papel. Como em algarismo romano a notagaop@&icéonal, nao
existe a necessidade de marcar uma posicao vazia e, podaet® ndo € necessario.

Explorando um pouco mais nosso sistema de numeracao vemesegél posicio-
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nal (o valor do simbolo depende da posicdo que ele estd) male@ecimal significa
gue a base que usamos é 10. Precisamos de 10 unidades pamaforadezena, de
10 dezenas para formar uma centena, e assim por diante.

Por exemplo, 567 significa 100 + 6x 10 + 7, ou5 x 10% + 6 x 10" 4+ 7 x 10°.
A cada casa que se avanca para a esquerda aumentamos umeauérn.

Existem outras bases que néo seja a base 10? Existem. Qualgueenimero
inteiro positivob maior que 1 pode ser base.

Vejamos um padréo: na base 10 temos 10 algarismos paragefaiesm namero.
Por exemplo, na base 2 temos apenas 2 algarismos: 0 e 1. N3, basms 3 algaris-
mos que seriam 0, 1 e 2. Em geral, numa lietsenosb algarismos: 0, 1, 2,.., b — 2,
b—1.

Observemos que os algarismos que aparecem numa,ls@seexatamente os res-
tos possiveis na divisdo de um numero polsso é coincidéncia? N&o. O processo
de escrever um nimero em uma base diferente da base 10 éstaeote relacio-
nado com a divisdo pdr. Um exemplo pode esclarecer: consideremos o niamero
19; sabemos que ele signifitax 10 + 9; como podemos escrever 19 na base 3, por
exemplo? Ficarig201)s, que significa2 x 3% + 0 x 3 + 1. Vamos usar a notagédo
(an - -+ aszazaiag), para dizer que o nUmerg, - - - azazaiap €sta escrito na bade
Assim estamos dizendo q#9);o = (201)s.

De onde vem ¢201)3? Da divis&o sucessiva de 19 por 3. Vejamos:

19=6x3+1 (1)

6=2x34+0. )

Substituindo a igualdade (2) em (1), temos

19=(2x3+0)x3+1=2x32+0x3+1.

Com esse mesmo processo podemos transformar qualqueranésseto na base
10 em um ndmero escrito em uma basemmb > 1.

Apenas como exemplo, a base 2 é chamada de base binariaadsnatts séo 0 e
1 e em computacéo usa-se essa base, pois 0 representaade&ical e 1 representa
presenca de sinal e, no fundo, € apenas isso que um competdaende.

Para ver uma demonstragéo desse processo de conversado Hasapera outra,
sugerimos a leitura do livro “Fundamentos de algebra” [4¢réo por um grupo de
professores da UFMG - Universidade Federal de Minas Gerais.
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O zero € um numero natural?

Outra pergunta levantada no nosso bate-papo foi: “Afinalateas, o zero é ou
ndo é um numero natural?”

A propria maneira como a pergunta foi feita ja revela umarpaé ou, no mi-
nimo, uma calorosa discussao prévia sobre esse tema. E r@a g0pnos: mesmo
entre os matematicos ndo existe um consenso sobre a incusé&m do zero como
elemento do conjunto dos niimeros natulais

A maioria dos livros didaticos apresenta o0 zero como eleméel e isso tem
uma vantagem meramente didatica: a apresentacéo do etengznto da adicdo em
N. O zero é elemento neutro da operacéo de adi¢do, isteré&) = n qualquer que
sejan € N, em outras palavras, efetuar a adicdo com o zero néo alésa na

Vérias outras operacdes tém o seu elemento neutro: a nudggb tem como
elemento neutro 0 1, poisx 1 = n para todo: € Z; operagéo de unido de conjuntos
tem como elemento neutro o conjunto vazio, ja que () = A qualquer que seja o
conjuntoA.

E por falar em conjunto vazio, imaginemos que vamos contaimeeno de ele-
mentos que pertencem a um dado conjunto e associar a cadatooegse nimero.
A qual niumero devemos associar 0 conjunto vazio? Ao zero. iagdor possivel
associar um numero a um dado conjunto, pois o0 conjunto tenitdsilelementos?
Ent&o o conjunto € infinito.

Voltando a questao se o zero € ou ndo € um numero natural astesp depende.
Se for conveniente, podemos incluir o zero no conjunto dosands naturais; se nao
for, podemos exclui-lo. E uma questio pessoal. Como exispgdes, cada um fica
com a sua. Eu ndo considero o zero como nimero natural. Eugaehas nimeros
naturais sdo usados para a contagem e ndo € comum iniciaranmsyem com o
zero. Além disso, o fato do nimero zero causar tanta poléeachém faz com que,
na minha opinido, ele perca a chance de pertencer ao comjastaimeros naturais.
Essa minha opinido é contréria, por exemplo, a opinido diegsora Alda (que faz
parte do comité editorial da Revista ORM/SC) autora do aftiguem é maiorN ou
N*? [3], publicado na edicdo de nimero 11 da Revista da ORM/8Qual ela se
declara “ do time que considera o zero um ndmero natural’ti@oeda Alda responde
a questao se o conjunto dos numeros naturais com o zero teeleaientos do que
0 conjunto dos nimeros naturais sem o zero. A respostagsmgentemente, € que
eles possuem a mesma quantidade de elementos (por seretashfin

Uma sugestédo de leitura sobre a polémica do zero como nuragrmahé a Re-
vista do Professor da Matemética RPM de nimero 76 que trazriige ahamado
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“Conceitos e controvérsias” [2] de autoria de Elon Lagesd.ome trata dessa e de
outras polémicas matematicas (nas quais, com certezag eg@renvolvido).

Consideracoes finais

O bate-papo com os alunos do ensino médio que estavam dsigaumiversidade
estava bom, mas eles ainda tinham que visitar alguns l@vmse conhecer as outras
instalacdes da instituicdo, além de tirar ddvidas sobreie®s e tivemos que encerrar
a conversa.

Foi uma tarde agradavel, na qual conversamos sobre matareatie tivessémos
mais tempo, apareceriam mais assuntos. Por exemplo, ficamrmoendo de vontade
de falar do infinito e entéo o titulo desse artigo seria “D® zgr infinito”.

Referéncias
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Pitagoras ao quadrado

Eduardo Sabél Leonardo de Liz Brockvefd

eduardo.sabel@grad.ufsc.br
leonardo.brockveld@grad.ufsc.br

Resumo: Este artigo tem o objetivo de demonstrar por diferentes rtiaosi o
famoso teorema de Pitagoras, desenvolvido pelo célebrematito da antiguidade
Pitdgoras de Samos. Comentaremos um pouco sobre a vidantsstaatico, e em
sequéncia iremos exp6r algumas formas de provar este teptgitizando métodos
algébricos e geométricos. Por fim, abordaremos neste afigonas das diversas
aplicacdes do teorema, assim como outras relacdes emuidgrem geral.

Introducao

A vida de Pitagoras € pouco conhecida, exceto, é claro, paleetevancia na ma-
tematica e filosofia. Aos 18 anos de idade ele ja havia estuelddminado diversos
conhecimentos de matemética e, ao fazer algumas viagengitaop@ara estudar as
piramides, ele descreveu o teorema de Pitagoras, que sgigoanmais importante
féormula da trigonometria num tridngulo retangulo, e quéenisu tantas outras rela-
¢Oes na geometria: dado um triangulo retangulo, a soma dabkapos dos catetos é
igual ao quadrado da hipotenusa.

Durante seu apice, fundou a Escola de Pitagoras - uma igétitde ensino mis-
tica e filoséfica, em Crotona, uma col6nia grega na penintliea. Seus principios
possibilitaram a evolucao dos conceitos matematicos easafih ocidental.

Os pitagdricos tinham uma visdo de que o universo era cotidpela matematica
e com isso basearam seus estudos astronémicos nas estagies do movimento
estelar e da lua. Eles s@o reconhecidos no estudo da maamétimusica e nas

artes pléasticas, foram ainda aritméticos ao estudar nisfignarados e os niumeros
perfeitos.

1Graduando do curso de Licenciatura em Matematica da UFS@p@aBlumenau.
2Graduando do curso de Licenciatura em Matemética da UFS@p@aBlumenau.
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Pitagoras foi expulso de Crotona e passou a morar em Metapamde faleceu,
provavelmente em 496 a.C ou 497 a.C.

Demonstracdes do teorema de Pitagoras

O teorema de Pitdgoras é um dos mais brilhantes teoremagematiza. Ele diz
que:

Teorema de Pitagoras: Dado um tridngulo retangulo de catetos mediade b, e
hipotenusa medindg entao

a’® +b% = 2.

No decorrer dos séculos, muitos matematicos estudarameewiddgeram varias
formas para constatar sua validade. O lilitee Pythagorean Propositiofd], por
exemplo, contém 370 demonstracdes diferentes. Este adigapor algumas dessas
demonstracdes famosas e curiosas.

Quadrado chinés

O quadrado chinés ja existia antes mesmo de Pitdgoras etéuddasla seguinte
forma: tome quatro tridngulos retangulos congruentes atetas medinda e b, e
hipotenusa medinda Conecte-os obtendo a figura 1.

Figura 1: Quadrado chinés.
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Note que o quadrilaterd BC' D possui todos lados medindo+ b e angulos in-
ternos medind®0° e portanto € um quadrado. O quadrilatero interno também é um
guadrado pois o angulo formado por dois lados consecutieasuiplemento da soma
dos dois angulos néo retos do tridngulo inicial e todos selssimedem.

Para realizar a demonstragdo do teorema de Pitadgoras aseteconsidere duas
formas de calcular a area totdlda figura. A primeira utilizando o lado do quadrado
maior que & + b e o fato da &rea do quadrado ser calculada através do quattrado
valor do lado. Assim

A= (a+b)?=a*+2ab+ b

Para a segunda lembre que a &rea de um tridngulo é calculadésatlo produto
das medidas de sua base e da altura, dividid@2poissim somando a area dos 4
tridngulos de base e alturab com a area do quadrado de lado

A=A1+As+As+As+ 45
_ab ab ab  ab 4
—?‘F?‘F?"‘r?-f—c
_dab
—T‘i‘c
= 2ab + .

Igualando os valores obtidos para a 4feabtém-se
a? + 2ab + b% = 2ab + 2
e subtraind@ab dos dois lados da igualdade resulta

a’+ b =2

Construcao de Euclides

Euclides é conhecido como o pai da geometria e no seu livrEEl@mentos"” [2]
h& uma demonstracéo interessante (Propodi¢ad?), sendo este um dos primeiros
registros do teorema de Pitagoras.

Considere A ABC retangulo enB e, a partir de cada um de seus lados, construa
um quadrado conforme a figura 2.
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N

Figura 2: Triangulo retdngulo com os quadrados adjascentes

Trace os segmentos de rétd, BD, AI, BE e B.J em que este Ultimo é per-
pendicular ao laddZD. Assim obtém-se que os trianguldsF AC e ABAD s&o
congruentes a partir do cagod L de congruéncia. Analogamente pelo cdséL
tem-seAAIC =2 ABEC.

Figura 3: Alguns segmentos de reta auxiliares.

Note que a area do quadrad®@GF é
(AB)*
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eaareadé\FAC é

Ou seja, a area do quadradd3GF é o dobro da area d& FAC. De forma
analoga conclui-se que a area do retangl#oJ D é o dobro da area d& D AB, que
é

DAAK  (AB)?
2 o2

Ja que ambos os tridngulos acima possuem mesma area, paisrgaaentes,
conclui-se que o quadraddBGEF e o retanguloAK JD possuem também mesma
area.

Fazendo a mesma analise com os dois tridngulos congruemtés’ e ABEC,
conclui-se que o quadrad®C' I H e o retAngulJC EK possuem mesma area.

Jaque aédreado quadrad@ E D é a somadas areas dos retdngulos acima citados,
segue que

ou seja, a tese do teorema de Pitagoras.

Demonstracdo de Bhaskara

O matematico hindu Bhaskara Akaria, conhecido no Bras# pgEbrmula de
Bhaskara® que resolve qualquer equacgdo do segundo grau, viveu enneossde
1114-1185 e também estudou triangulos retangulos.

Sua demonstracdo tem alguma semelhanca com a demonstggi@araTome 4
triangulos retangulos congruentes, porém rotacionadu®ouoe a figura 4, e denote
pora e b as medidas de seus catetos eqp@ medida da hipotenusa.

3Na&o hé registros de que foi Bhaskara quem desenvolveu essal#d Em varios paises se usa o método
de completar quadrados para se achar as raizes de uma edaesgéaipo.
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Figura 4: Triangulos retdngulos rotacionados.

Ha trés possibilidades patice b: a < b, b < a ea = b. A demonstrac¢édo do caso
em quea < b € analoga ao caso > b, logo sem perda de generalidade comecemos
com esse.

Caso 1la > b.

A partir dos tridngulos da figura 4, crie um quadrado de ladalig hipotenusa de
cada triangulo e note que, no centro da figura, restara unragmadonforme a figura
5, pois todos seus lados medem- b (medida do cateto maior menos a medida do
cateto menor) e seus angulos internos medem te@fos

N
AN
Y N
/ ¢ Ay 4 \\\
Y b
/ a—>b =
r —
y /
\ Ay A /
A /
g /
N | y

Figura 5: Quadrado construido a partir dos triangulos geifirs acima, case > b.

Ha duas maneiras de calcular a area dessa figura: a primitdacalo a area
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total menos a area do quadrado interno:
A —(a—b)?=c*—(a® —2ab+b*) = * — a® + 2ab — b°.
E a segunda somando-se a area dos 4 triangulos de lecedéurab:

ba ba ba ba 4ba
1+ A2+ A3z + Ay 2+2+2+2 5 ba

Como as duas equagdes representam a mesma area, iguale-as:
? —a? + 2ab — b? = 2ba.

Somando(—2ba) + a? + b dos dois lados da igualdade tem-se o teorema de
Pitdgoras
A =a®+ .
Caso 2 = b.

No caso em que = b a situacao fica ainda mais simples, pois ndo restara qua-
drado interno, conforme podemos observar na figura 6.

A

Figura 6: Quadrado construido para o case b.

Novamente podemos calcular a area da figura de duas forntiasadisa primeira
como a areal total do quadrado de lado

A=
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A segunda comd vezes a area do triangulo com base medind@ltura medindo

b
A:4~%:2ab:2a2:a2+a2:a2+b2.

Igualando as duas formas de calcular a mesma éarea, obtessesdotteorema de
Pitagoras:
? =a% 4+ b2
A curiosidade é que Bhaskara ndo demonstrou o teorema, apersirou a ima-
gem do quadrado e concluiu o resultado.

Demonstracdo de Leonardo da Vinci

Leonardo da Vinci é conhecido por suas diversas descolepaduras. Ele foi
considerado um génio pois dedicou-se a véarias areas désr@omo anatomia, enge-
nharia, matematica, musica, arquitetura, e ainda foi umdgaventor. Ele também
realizou uma demonstracdo do teorema de Pitdgoras. Comsidigura 7 construida
através dos tridngulos congruentes e retangdlB€’, AEF e JIH.

Figura 7: Demontracéo de Leonardo da Vinci.

Note que o quadrilaterbDGC B é congruente aDGF'E. De fato, por construgéo,
séo congruentesos lad@¢’ e GF, oslados”Be FE eoslado3D e ED. Umavez
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queDG é formado pelas diagonais dos quadrad®D F e AF'GC, sdo congruentes
0s angulosDGC e DGF, e os angulo&;DB e GDE. Por fim a congruéncia dos
triAngulosABC e AE'F garante a congruéncia dos angue&'B e DEF, e dos
angulosCBD e EFG. Concluimos assim queGC B é congruente abDGF'E.

De forma similar temos qué ABH é congruente &l JIC, pois sdo congruentes
os triangulosABC e JIH.

Ainda temos que o quadrilatedfoA BH é congruente ao quadrilate&D BC pois
0 segmentod B é congruente a® D, BH € congruente 8C e HJ é congruente a
GC e, além disso, os angulosBH e BHJ sao congruentes, respectivamente, aos
angulosDBC e BCG. Entdo a 4rea do hexagoaBCGF E, que pode ser obtido
pela soma das areas das trés figuras que o compdem, é:

BA-AC

(E)2+2-( 5 )+(A_C)2

gue é igual a &rea do hexagoAG'IJH B

(BC)* +2- (@) .

Como as duas representam a mesma area, igualando as dueSesquesta o
teorema de Pitagoras:

(BO)? = (AB)* + (AC)*.

Demonstracdo do presidente

James Abram Garfield foi presidente dos Estados Unidos cagunslo mandato
mais curto da histéria americana e realizou uma demonstda&orema de Pitdgoras
4 meses ap6s 0 comeco do seu mandato, em 1881, a partir daviraaggguir. Para
esta demonstracdo, lembre que a area de um trapézio podasdada através do
produto da soma da medida de suas bases com a medida dadiidido por2.

Ele construiu um trapézio a partir de dois triangulos coegtes com ared; e
As, em que os lados com medidee a; sdo correspondentes, assim como os lados
com medida e by, e também os lados com medidac;.
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Figura 8: Trapézio utilizado por James A. Garfield em sua destnacao.

Pela congruéncia dos triangulos acima, a soma das medid@sdolos formados
pelos segmentos de reta com medidasc, e pelos segmentos de reta com medidas
a e c €90°. Consequentemente o triangulo com asgaé reténgulo e isdsceles pois
C=C1.

Observe as duas maneiras de calcular a area total dessa fiquaneira através
de um trapézio de base merag base maio#; com alturaa + by:

(b+a)a+b) (b+a)®  b*+2ba+a®
2 2 2 '

A segunda, somando-se as ardas A, e A3 dos trés triangulos da figura:

&+&+&:%+%?+%
_ba  ba | cc
T2 T2 "2
_ 2ba c?
2 27

Igualando-as:

b% 4 2ba + a? _ 2ba 2
2 2 2
= b2+ 2ba + a® = 2ba + 2

=0 +ad’ =7

chegamos &2 + a? = ¢?, a tese do teorema de Pitagoras.
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Reciproca do teorema de Pitagoras

A reciproca do teorema de pitdgoras diz que se temos trésasipesitivos:, b, ¢
gue satisfazem

a® =b%+ ¢

podemos construir um tridngulo retdngulo com essas medidamos demonstrar
essa reciproca.

Consideramos dois casos com um triangdlBC' de lados com medidas b, c,
tal queAB = ¢, BC = a e CA = b. Note que a hip6tese implica que> bea > ¢,
equea < b+c.

Caso 1:0 anguloA é menor do qu@0 graus (e portanto todos os &ngulos séo
menores do que0 graus).

Neste caso a altura relativa ao vérticenterceptad B perpendicularmente num
pontoD conforme figura abaixo.

Figura 9: Caso em que todos angulos sdo menoresijue
No trianguloADC, retédngulo enD, tem-se:
v’ = h? + 2?

que equivale a

h? =p? a2,
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No trianguloBDC, retdngulo enD, tem-se (substituindo da equacéo acima):

a’> = (c—x)* +h?
=a’>=c? -2+ 2%+ b — 2>

=a? =+ 0% - 2ca.
Resultando em? < b2 + 2.
Caso 20 angulo relativo ao vérticd é maior qued0 graus.

SejaD o ponto sobre a retd B que representa a intersec¢do dessa reta com a
altura relativa ao vértic€ conforme a figura 10.

Figura 10: Caso em que um angulo é maior gofe

No tridnguloADC, retdngulo enD, obtemos:
b? = h? 4 2
que equivale a
h? =b? — 22
No trianguloBDC, retdngulo enD, tem-se (substituindo da equacéo acima):
a’ = (c+x)*> +h?
=a’=c+2x+ 22+ -2
=a?=c2+b%+ 2.
Resultando em? > b? + 2.
Por conseguinte, para um trianguld C' construido como acima, com lados me-

dindoa, b e c ondea? = b? + 2, s6 resta a opgdo do angulo ehmedir90 graus.
Assim temos um tridngulo retangulo.
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Aplicacbes

Distancia ao horizonte

Ao estarmos em uma praia e olharmos o horizonte, podemosengsmiar a que
distancia esse se encontra. Pode-se utilizar o teoremdétpRis para resolver essa
guestdo. Analise a figura 11.

-

Figura 11: Imagem representativa do planeta Terra.

Considere a circunferéncia acima como sendo a terra e,npoytzom raioAE
medindo aproximadamené371km, ou 6371000m. O segmentd’F' representa a
altura de uma pessoa, neste casg0m. Como a direcao de nossa visdo é uma reta
tangente a terra, ela forma um angulo reto com o raio. Assieo@ina de Pitdgoras
neste tridngulo retdngulo nos leva a:

(CF+FA? =CE +AE"

= (1,80 + 6371000)2 = CE" + 63710002
= CE’ = (6371001, 80)2 — 63710002

- CE° = 22935603, 24

= COF = 4789,11.

Assim, uma pessoa de80m de altura vé o horizonte a uma distancia de aproxi-
madamentd789, 11m, quases quildmetros.
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Polegadas de uma televisao

As polegadas de uma televisdo ou monitor representam o ¢oemo da dia-
gonal de sua tela, ou seja, a distancia do canto superiotodat® o canto inferior
esquerdo. Com o teorema de Pitdgoras, pode-se calculaa tprgiura e a altura de
uma televiséo, bastando saber apenas quantas polegadsisia tem.

Para isso deve-se saber o que significa o termo “proporcaelale & a relagéo
matematica entre as duas dimensdes planas da tela de uraggtwale altura. Atu-
almente 0 mais comum € a proporc¢ao dos televisores de altacdefil6 : 9. Isso
significa que a divisdo entre as medidas da largura e da diuteda desses aparelhos
resultam emg.

Vamos entéo calcular a largura e a altura da tela de umadétedie 40 polegadas
na proporcédo acima descrita. Denoetgua altura & sua largura e note entdo que todas
medidas estédo sendo consideradas na unidade polegada.s&tmmos que
I 16

a 9

e multiplicando ambos os lados da equacaajp@sulta
_ 16a
=5
Aplicando o teorema de Pitagoras em dois lados consecua/tsa juntamente
com a diagonal segue

l

12 + a2 = 402

Substituindo d da segunda igualdade pela expreslsgé% obtida na primeira:

16a\> 25642 25642 + 81a>
— =402 =" 1+42=1 - - -1
(9> +a? =40° = = +a® = 1600 = 1 600
33702 81 - 1600
=1 2_ = 7
< 600 = a T

129600
_ ./ — a219.61.
“ 337 4T

Assim a tela possui altura medindo aproximadaméfté1 polegadas. E a lar-
gura

16a  16-19,61 313,76
l=—= L = L 2 34, 86.
9 9 9 ’

Revista da ORM/SC%h13, 2016



76 REFERENCIAS

Lembrando qué polegada med®, 54 centimetros, uma televisao de 40 polegadas
possui tela medindo aproximadamente

19,61 - 2,54 = 49, 81 centimetros de altura

34,86 - 2,54 = 88, 54 centimetros de largura

Calculo da densidade de metais em um arranjo cristalino

A figura 12 nos mostra como podemos fazer este calculo utdiza raio atdbmico
e alguns conceitos de geometria. A imagem mostrada repaesenla unitaria de um
cristal de prata (Ag) em um sistema de empacotamento cubiface centrada, que é
uma célula molecular em forma de cubo. Sabendo-se que adanca de um adtomo
de prata € igual &, 44pm (1 picOmetro equivale 0~ 12 metros) podemos calcular a
densidade do metal.

Figura 12: Retirado e adaptado de [6].

Devemos lembrar que densidade é obtida pela divisdo maksagheme. Para
encontramos o volume de um cubo, devemos descobrir a mealglzacaresta e, para
isso, utilizaremos o teorema de Pitagoras. Podemos verdjagenal deste cubo tem
medidar + 2r 4 r = 4r. Assim temos:

a’+a? = (4T)2 = 242 = 1612 = a® = 82

:Ba:rw/g.

Revista da ORM/SC%h13, 2016



Pitagoras ao quadrado 7

Considerando que o raio do (Ag)é44pm e tomando uma aproximacao pafa
obtemos: = 4, 07pm. E seu volume portanto sera:

Veubo= @° = (4,07)° = 67,4pm® = 6,74 - 10~ Bem?.

Agora que temos o volume, precisamos da massa. Um mol de sidenprata
(Ag) pesal07,9 gramas. No nosso caso temos 4 atomos no cubo (6 metades e 8
oitavos). Multiplicaremos esta massa gpe como a massa €é calculada para um mol,
precisamos multiplicar o volume p6r022 - 1023 atomos (para chegarmos a um mol).
Portanto

_ massamolar 4-107,9
~ volume molar (6,74 - 10—23)(6, 022 - 1023)

=10,6g/cm?.

Assim o célculo da densidade s6 foi possivel gracas a w#lizalo teorema de
Pitagoras.

RelacBes trigonométricas em outros triangulos

O teorema de Pitagoras implica a validade de muitas outiegies trigonométri-
cas, inclusive em tridngulos que ndo necessariamentetéfiguéos. Vamos ver como
obter algumas delas.

Altura de um tridngulo equilatero

SejamA, B e C vértices de um tridngulo equilatero com ldd®o segmentel H
sua altura relativa ao lad8C' com medida. conforme a figura 13.

Figura 13: Triangulo equilatero.
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Desta formatemos dois triangulos retAngwasH e ABH. Aplicando o teorema
de Pitagoras no primeiro, que possui catetos medﬁznelé e hipotenusa medindo
obtemos a formula generalizada da altura de qualquer tridrgjuilatero:

1\ 2 12 412 — 12
2 _ g2 b 2_ Y _ 2 2 _
“=h +(2) =1 1 h = h 1

312 V3
h=y" = = Y2
=TT 2

Célculo do seno, cosseno e tangente d&°

Considere um quadrado de labdoonforme a figura 14.

A

Figura 14: Quadrado com lado medindo

Observando o triangulo equilatertC' B concluimos que o anguldC' B mede
45°. Vamos calcular a medida da hipotendsam funcdo dé daquele triangulo. Pelo
teorema de Pitagoras:

P=P+P=d=22%=d=1V°.

Assim
Cateto oposto |/ 2
serfas?) — Catetooposto, L _ v2,
Hipotenusa  [/2 2
cos45°) = Catgto adjascente I _ @
Hipotenusa V2 2
Cateto oposto  [/2
tg(45°) = P V2 _

=~ " Y"1
Cateto adjascente /2
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Relacdo Fundamental da Trigonometria

Considere o angulo no trianguloABC da figura 15.

Figura 15: TrianguloA BC retangulo em.
Pela definicdo de seno e cosseno obtemos:

sen(x) = g

cogx) =

Desta forma segue que

(ser(x))? + (cosa))” = <9> NG

a
Ja que o teorema de Pitagoras diz gtie- ¢ = a2 temos

b? 4 2 a?
2

(seriz))? + (cog))* =

Esta relagéo é muito importante na trigonometria e abritapgrara muitos estu-
dos aprofundados nesta area.

Consideracoes finais

A ideia do trabalho surgiu em fungéo da participacdo na XX¥aRegional
de Matemética, em Pomerode - SC, no ano de 2014, sob a oderdacProf. Dr.
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Felipe Vieira. Para melhor visualizacéo deste teoremagdostruido um material
para comprovar a validez do teorema de Pitdgoras de uma raangéiemamente
visual.

Tomando um tridngulo retangulo de ladi&m, 40cm e 50cm, construimos 3
blocos de vidro quadrados cujos lados séo exatamente ésate hipotenusa do tri-
angulo inicial. Entdo fazemos todas as figuras com uma affjuehascm e, portanto,
elas se tornam prismas.

Enchendo de agua o prisma clbico maior (correspondentetehipsa do trian-
gulo) vé-se que esse volume liquido é a quantidade exatgppseacher os outros dois
prismas vazios, correspondentes aos catetos. Assim varaa@stgorema € valido em
uma maneira totalmente préatica (note que a altura igual dostos prismas néo in-
fluencia no célculo do volume dos prismas). A maquina em Gnaiento pode ser
vista em [5].

Para finalizar, agradecemos ao Prof. Dr. André Vanderlird8itya pelas preci-
osas dicas de demonstracdes do teorema, £Po¥.Gestine Céassia Trindade pelo
auxilio e correcdes na parte histérica e ao Prof. Dr. Julsa€Araujo da Silva pela
aplicacdo a quimica.
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O problema dos pontos e o inicio da Teoria da
Probabilidade

Aishameriane Venes SchmitltGilles Gongalves de Casfro

gilles.castro@ufsc.br

Resumo: Mostramos como um problema aparentemente simples, quedizou
nhecido como o problema dos pontos, motivou o desenvolviodan Teoria da Pro-
babilidade. Também apresentamos solu¢gbes desenvohad&mmat e Pascal, que
foram as primeiras pessoas a resolverem de forma corretdbtepra dos pontos.

Introducao

Maria e Pedro apostam um total de 10 reais numa sequénciga®de cara ou
coroa. Se cairem dez caras primeiro, Pedro leva os 10 reais@sa e se sairem dez
coroas primeiro, Maria fica com os 10 reais.

ApOs 9 rodadas, cairam 6 caras e 3 coroas. Nesse momento, @gerR&elro o
chama parajantar. Como ele estava ganhando a aposta, pgigbeioo e ia para casa
guando Maria diss€Espera, Pedro! Se a gente continuasse jogando eu tenhezzert
gue eu iria ganhar!! Seré que existe alguma forma para Pedro e Maria dividirem os
10 reais sem que precisem jogar até o final?

Neste artigo iremos abordar esse problema, que ficou caltheaiproblema dos
pontos Mostraremos sua histdria e relacionaremos a resolugcaoocdesenvolvi-
mento da Teoria da Probabilidade. Ao final, utilizaremos daspossiveis solucbes
do problema para resolver a aposta de Maria e Pedro.

1Graduanda do curso de Ciéncias Econémicas da UDESC - Uidirdesdo Estado de Santa Catarina.
2professor do Departamento de Matematica da UFSC - UnieetsiBederal de Santa Catarina.
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Jogos, azar e risco: da sorte ao desenvolvimento da pro-
babilidade

Os jogos de azérexistem desde os tempos mais primitivos e fizeram parte de
diversas culturas: evidéncias arqueoldgicas indicam gépaca dos egipcios j& havia
jogos de apostas. Um dos mais antigos que se tem conheciéneatiragalus uma
espécie de jogo de dados, em que um osso com forma quadrisai@oreo calcanhar
de uma ovelha ou cervo era jogado. Mas qual a relacdo de umdpgaar com
probabilidades?

Ao contrario de jogos que dependem unicamente das hatebddaiseus jogado-
res, os resultados dos jogos de azar envolvem fatores queaai&on ser controla-
dos. Por exemplo, em um jogo de cara ou coroa, sabemos quel@despode ser
tanto cara como coroa (em uma moeda honesta essas duasioesrtém a mesma
“chance"de acontecer) e isso ndo depende da qualidadeetnesmso ou da experi-
éncia das pessoas envolvidas. Sendo assim, por muito tesmesudtados de jogos
ndo eram tidos como mensuraveis, mas sim como obras do acagmwderiam até
ser influenciados por deuses. Por séculos, enquanto a ntig@malgumas outras
areas se desenvolveram como fruto dos fildsofos e pensatiosesms épocas, 0s as-
suntos relacionados a probabilidade eram tratados noslosacom previsdes feitas
por videntes.

Uma das possiveis explicagdes para a demora no desenvotuiche probabili-
dade (muito embora o conceito de probabilidade exista deégdeca de Socrates) € a
de que somente no Renascimento, com o advento da indUstria&atilo infinitesi-
mal, e a mudanca de uma visdo teocentrista para heliodantsshomens passaram a
se enxergar como seres dotados de livre arbitrio sendonséypeis por suas proprias
escolhas. Isso pode ser observado nas artes, nas grandgagi®s e nas ciéncias,
resultando, por exemplo, em descobertas astronémicas eseovblvimento da me-
dicina.

No ano de 1494, o monge franciscano Luca Paccioli publicolig® “Summa de
arithmetic, geometria et proportionalita”, que além deteoprincipios basicos de al-
gebra, introduziu o sistema de partidas dobradas, até tiigado em contabilidade

3Em inglés, estes jogos s&o chamadosaeard gamessendo que a palavieazardvem do arabel
zahr, que significa dado. A palavra em portugués azar tem a mesmalagia, porém foi atribuida uma
conotagdo mais negativa, ao passo que seus corresponelensspanhol (azar) e francés (hasard) tem um
significado de “acaso, chance".

“Diversas técnicas matematicas foram desenvolvidas pagaciucdo de problemas praticos, muitas
vezes envolvendo contagem de bens ou registro de estogagsel época ndo havia uma distingéo exata
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Ao longo da sua obra, Paccioli prop6s o seguinte problemais‘[@gadores4 e B,
estavam jogando uma partida honestaaléa®. Eles combinaram de jogar até que um
deles ganhasse seis rodadas, porém eles tiveram que endega quand® estava
ganhando por cinco a trés d& Como o dinheiro da aposta deve ser dividido?”

Este problema ficou conhecido commblema dos pontos ele (ou suas varia-
¢bes) voltou a aparecer ao longo dos séculos XVI e XVII emrdag manuscritos
da matemética. Embora simples, o problema envolve quattifit evento que ndo
ocorreu e fazer uma divisdo que contemple as chances que jagatior teria, de
ganhar o jogo no momento que a partida € interrompida.

Um dos elementos chaves de resolver o problema é entendersega uma di-
visdo justa. A solucéo original de Paccioli era dividir ppoponalmente ao niamero
de rodadas ganhas. O matematico italiano Niccolo Tartagjimns anos mais tarde,
mostrou que essa solucao apresentava falhas. Por exempigogo que é interrom-
pido na primeira rodada, o jogador que a venceu fica com todasia independente
do ndamero de vitérias necessarias. Tartaglia, por sua vepHp que a divisdo da
aposta dependesse apenas da razéo entre a diferenca do démigdrias de cada jo-
gador e o nimero total de partidas. O préprio Tartaglia fpeneeue sua solugao tam-
bém apresentava uma falha; num jogo que terminasse quandoatonseguisse 100
vitdrias, se o jogo fosse interrompido em 53-43 (ou seja,mgiro jogador ganhou
53 rodadas enquanto o segundo ganhou 43) ou em 98-88, sodieisd a mesma. Po-
rém, no segundo caso, o primeiro jogador estd mais pertda@aviAlém de Paccioli
e Tartaglia, outras pessoas tentaram resolver, sem syogzsblema, e somente em
1654 a solucgéo definitiva para o problema dos pontos sergsaptada.

Blaise Pascal, um francés nascido em 1623, foi um dos regpeisgela solucédo
do problema dos pontos, embora esse seja apenas um de selesdeitos. Quando
crianga, ele deduziu sozinho uma boa parte da geometridiane, tendo desenhado
nas paredes do seu quarto as suas descobertas. Na adatesgiéndesenvolveu e
patenteou uma maquina de calcular, que mais tarde darianorgcalculadora que
conhecemos nos dias atuais. Apés a morte de seu pai, quatidbgapor volta
de 30 anos, Pascal conheceu o cavaleiro de Meré, conhedidiua® habilidades
matematicas e seu gosto por jogos. Embora Pascal diminuisaealeiro por sua
inabilidade com geometria, reconhecia em seu companheisocapacidade grande

da economia, contabilidade e matematica como temos nosleliasje e por isso as publicagdes na época
de Paccioli hoje seriam vistas como multidisciplinares.

5Jogo de azar da época.

6Traducéo livre de [1], pagina 43.
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de lidar com probabilidad€'s Na época em que se conheceram, o cavaleiro de Meré
estava intrigado com o problema dos pontos proposto maisndségulo antes por
Paccioli e buscava matematicos que pudessem ser capaz@esiendar uma solucéo

ao enigma.

Pascal, apesar de suas habilidades mateméticas, naoigesafiante para abor-
dar o problema dos pontos sozinho e por isso procurou setigciolos de um grupo
de matematicos para ter indicacdes de alguém que pudessetesse em colaborar
no problema. Na época, a forma tradicional de colaboractie eentistas ou ma-
tematicos era trocar cartas. Através de um conhecido emrogascal chegou ao
nome de Pierre de Fermat, um advogado francés que resididatkecle Toulouse, na
Franga. Fermat foi uma pessoa de notavel conhecimento:dddaiar os principais
idiomas europeus da época (a ponto de escrever poesias &s lfnguas), ele tinha
conhecimentos profundos em matematica. Foi um pesquisatiEpendente da area
de geometria analitica, deu contribui¢cdes para o inicicedenvolvimento do célculo,
pesquisou sobre como mensurar o peso da Terra e trabalhaveade refracdo de
luz e dtica. Uma de suas maiores contribui¢cdes (ou pelo menuasis conhecida) é
chamada de “Ultimo teorema de Fermat", que intrigou mateostio mundo inteiro
até sua demonstracéo no ano de £q@agproximadamente 300 anos depois de Fermat
ter escrito seu enunciado).

A solucéo do problema dos pontos proposta por Fermat e Pasitatia determi-
nando qual dos dois jogadores tem mais pontos (ou partiddEmgano momento que
0 jogo € interrompido. A troca de correspondéncias entreoes fkita em 1654, foi
um marco no desenvolvimento da probabilidade e, consegmemnte, da estatistica.
Enquanto Fermat utilizou ferramentas de algebra pura,aPasscou uma solugdo
mais inovadora, que apesar de ndo ser de sua autoria, nagsfi@su conhecido
como triangulo de Pascal.

Solucgao do problema dos pontos

Nesta se¢éo, apresentaremos algumas das solu¢fes meds lofsproblema dos
pontos apresentadas em [3]. Primeiro vamos reformular lolgma de uma maneira
mais abstrata e mudando ligeiramente o enunciado aprdsaemdntroducéo.

Pascal e Fermat concluiram que a maneira de dividir o diodepende apenas de

“Apesar de ndo ter um conhecimento formal, de Meré tinha scipbgtivas muito boas a respeito de
probabilidade que ele utilizava em jogos de cartas e dados.
8Ver [5] para uma histéria a respeito do ultimo teorema de Beaté sua demonstracao.
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guantas rodadas faltam para cada jogador ganhar. No prabiérial, das 10 vitérias
necessarias para ganhar o jogo, Pedro estava com 6 e Marig, aanseja, faltavam
4 vitérias para Pedro e 7 para Maria. Suponha agora, que és @®/10 vitérias, eles
estivessem apostando em 20 vitérias e Pedro estivesse cerivldBa com 13. Note
que, no segundo caso, o nimero de jogos que cada um precisa ganmesmo que
no primeiro. Na solugdo de Pascal e Fermat, a divisdo daapesi a mesma em
ambos 0s casos.
Assim, podemos enunciar o problema da seguinte forma:

Dois jogadores apostam uma certa quantia em varias rodada®s ¢bgo justo (istq
€, ambos tém a mesma chance de ganhar) até que um deles mtiogata nimerg
de vitérias. Depois de algumas rodadas, faliamodadas para o primeiro jogador
ganhar e-; para o segundo, quando o jogo é interrompido. Qual a maneiisajosta
de dividir o dinheiro?

Método da enumeracgao

Em uma carta enviada para Pascal, Fermat propde uma sola@@o problema
guando o nimero de rodadas restantes € pequeno. Para éxamplimétodo da
enumeragédo, vamos supar = 2 e, = 3. Fermat observou que, em no maximo
quatro rodadas, o jogo esté decidido. Note que o maior nudeerodadas acontece
guando ambos o jogadores ficam a uma rodada da vitoria. Nopbxeme estamos
tratando, isso ocorre se o primeiro jogador ganha mais udsleoe o segundo ganha
mais duas, totalizando trés. Na rodada seguinte, um dodgogmé necessariamente
0 vencedor.

Passamos a descrigdo de todas as possibilidades de qaaiasale jogo. Vamos
denotar porl se o primeiro jogador ganhou a rodada e pae foi o segundo. Por
exemplo,1211 significa que o primeiro jogador ganhou uma, em seguida, wnsky
ganhou uma e finalmente, o primeiro ganhou as ultimas duasodao todo 16 casos
gue sdo o0s seguintes:

{1111,1112,1121, 1122, 1211, 1212, 1221, 1222,

2111,2112,2121, 2122, 2211, 2212, 2221, 2222}.

Agora, listamos em quais possibilidades cada um dos jogadmnha. Para o
primeiro jogador temos

{1111,1112,1121,1122, 1211, 1212, 1221, 2111, 2112, 2121, 2211},
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gue sado todas as ocorréncias em que aparecem pelo menasdiis casos dos 16
totais); e para o segundo

{1222, 2122, 2212, 2221, 2222},

gue séo os resultados em que aparecem pelo men@st(&xasos dos 16 totais).

Com isso, Fermat concluiu que o primeiro jogador deve lév¥di6 da quantia
total apostada, enquanto o segundo jogador deve Jg\érdo total.

Alguém poderia desconfiar deste método ja que, por exempky@éncia de ro-
dadasl111 ndo pode ocorrer, pois apds os dois primeitss o vencedor j4 esta
determinado. Usando a linguagem atual de probabilidadeos@ue isso ndo € um
problema. A probabilidade de ocorrer a sequéncia deld®isdel/2-1/2 = 1/4,
gue é exatamente a razdo do nimero de sequéncias que conmeddniip11, 1112,
1121 e 1122) pelo nimero total de sequéncias de quatro rodadas, gyecé Em
todas as outras sequéncias em que um dos jogadores gardhdamtpiatro rodadas,
temos um raciocinio anélogo.

O método da enumeragao ndo é muito pratico quando o nUmeoodéas maxi-
mas restantes, digamasé muito grande pois precisamos anal@apossibilidades.
Por exemplo, para o problema da introducao teriamos quisans024 casos!

Aritmética do triangulo

Pascal, depois de receber a carta de Fermat, comecou a algsenovos méto-
dos para simplificar a solu¢do proposta por Fermat. PrimB&scal desenvolveu o
método da recurséo (ver [3] para o funcionamento do métata)gepois simplificar
ainda mais usando o que € hoje em dia conhecido como triddguPascal.

O triangulo é construido usando os coeficientes binonfjgistambém denotado
por C*, que representa o nimero de combinacdeselementos dé emk. Eles séo
calculados da seguinte forma:

(Z) B k:'(nnilk)' 2)

Em cada linha colocamos todos os coeficientes binomiaisupamdeterminada
fazendok crescer d® an. Por exemplo as cinco primeiras linhas do triangulo séo:

90 triangulo de Pascal ja havia sido utilizado séculos argdagcal. Ver as referéncias em [1] e [3].
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()
V)

()
(o) (5)

gue quando calculadas ficam

1 4 6 4 1

O triangulo de Pascal tem diversas propriedades interessamecomendamos ao
leitor procurar mais a respeito dele. Veja, por exemploe[f].

Vamos analisar como usar o triangulo de Pascal para resolpeoblema dos
pontos. Voltando para o método da enumerac¢do da subsegdimand caso em que
ry = 2 ery = 3, observe que o primeiro jogador ganha em todas as sequéncias
que tém dois, trés ou quatids e perde nas demais. O numero de sequéncias de
quatro termos que tém exatamente didés(1122, 1212, 1221, 2112, 2121 e 2211)
€ 0 mesmo que o nimero de combina¢des de quatro elementafomds a dois.
Temos igualdades andlogas para os demais casos. Entreessaiszsequéncias, o
namero de casos favoraveis para o primeiro jogador é entéo:

Q)+ ()-sroni-n
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gue é igual & soma dos ultimos trés niumeros da quinta linh@shgtilo.

Vamos expandir as ideias acima para o caso geral. Note quétodlode enume-
racéo, o nUmero maximo de rodadas restantesté, — 1. Os coeficientes binomiais
que temn = r; + 7o — 1 na igualdade da equacao (2) aparecem na linha 7o
do triangulo de Pascal. Argumentando como no paragrafoianteoncluimos que o
namero de casos favoraveis ao primeiro jogador é portanto

T1+T’271 + T1+T271 et T1+T271 7
T1 T1+1 T1+T271

gue é a soma os ultimes termos da linha + r do triangulo.

Agora temos condicdes de resolver a aposta de Maria e Pedroaérma mais
eficiente. Vamos substituin, = 4 e r, = 7 no caso geral. Precisamos olhar para a
décima primeira linha do triangulo de Pascal, que é

1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Somando os ultimos sete termos, obtei®& Concluimos que a razdo entre o
numero de vitérias de Pedro com o nimero total de partidasiesd8/1024. Multi-
plicando esse valor pelos 10 reais que € o total apostadamoito valor arredondado
de 8,28 reais, que é o quanto Pedro deveria receber numaaljuista. Maria ficaria
com o restante, que é 1,72 reais.
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Medalha Fields

A medalha Fields, popularmente conhecida como “Prémio NiEblatemética”,
foi proposta pelo mateméatico canadense John Charles Fielflaal dos anos 1920
e concedida pela primeira vez em 1936. A cada quatro anodiZzadz=o Congresso
Internacional de Matematicos (ICM) onde um comité julgaisjtrabalhos foram fun-
damentais para o avanc¢o da matemética e atribui a medakndyas a quatro pessoas
com no maximo 40 anos de idade, os quais recebem 15 mil d@aneslenses cada.
Além de ter um brasileiro premiado na ultima edicao do prémin 2018 o evento
serd realizado em nosso pais, na cidade do Rio de Janeiro.
Para maiores informacdes acesse:

http://www.mathunion.org/general/prizes/fields/dstai

Artur Avila

Artur Avila Cordeiro de Melo, primeiro brasileiro premiadom a medalha Fields,
nasceu em 29 de junho de 1979, no Rio de Janeiro. Ele posguiagp@o em Matema-
tica pela Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ)iradis e doutorado em
Matematica pela Associagédo Instituto de Matematica Purpliea#da (IMPA), desde
2001.

Atualmente é pesquisador extraordinario no Instituto déeiatica Pura e Aplicada
(IMPA) e pesquisador no Centre National de la Recherchengiigpie (CNRS), na
Franca.

O pesquisador ja foi participante de olimpiadas de matematecebendo inclusive
medalha de ouro na Olimpiada Internacional de Matematid®€6, no Canada.
Para mais informacoes, acesse a pagina do pesquisadoAwitaur

http://w3.impa.br/ avila/.

Panorama atual da matematica (em nivel superior e pesquisarematematica)
no Brasil

A qualidade do nosso ensino superior de matematica é coagalmuito boa. Por
exemplo, a Universidade de S&o Paulo (USP) e a Universidstddal de Campinas
(UNICAMP) estéo entre a200 melhores universidades para se estudar matemética
no mundo, segundo a ARWU (Academic Ranking of World Univass).

Com relacao a pesquisa matematica, uma boa referénciagramgaarmos a nossa
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gualidade com a de paises de referéncia é a classificacadd@ridrnational Mathe-
matical Union), uma organizacao cientifica que promove pexagao entre 0s paises
membros na area da matematica. A IMU classifica os paisesram giupos con-
forme o seu nivel de desempenho em pesquisa matematicgpodgelite € o grupo
V, o grupo IV é dos segundos melhores colocados, e assim potedi O Brasil é
membro do do grupo IV da IMU, assim como Australia, india, &tala, Espanha,
Suécia e Suica, entre outros. Alguns membros do grupo V si@makha, Canada,
Franga, Japédo, Russia e Estados Unidos.

No site do professor e pesquisador Marcelo Viana (http:ifagga.br/ viana/) é pos-
sivel acessar o arquivo de uma palestra que ele ministrauahdo este tema, que
indicamos ao leitor para obter mais informacgfes. Além ¢didsixamos também como
referéncia o site da IMU (http://www.mathunion.org/).

Conjectura de Goldbach

Christian Goldbach foi um matemético prussiano-russoidassm Konigsberg,
Prussia, hoje Kaliningrado, Russia. Especialista emdetws nimeros, formulou a
conhecida conjectura (uma afirmacao que ainda nao se sahestadeira ou falsa)
sobre nimeros primos em 1742:

Conjectura de Goldbach: Qualquer nimero par maior ou igual a 4 pode ser de-
composto como a soma de dois nimeros primos.

Vejamos algum exemplos:

4=2+2,
10=3+7,

30=19+11 e
120 = 113+ 7.

No ano de 1900 o matematico alemao David Hilbert ministroa palestra his-
térica no Congresso Internacional de Matematica em Paresta\palestra Hilbert
apresentou uma lista de 23 problemas abertos que nortearamalcerta forma o de-
senvolvimento da matematica no século XX. Dentre estedgr@s esta a Hipotese
de Riemann (8problema) que desafia os matematicos até hoje. SegundatHdbe
Hipétese de Riemann esté associada a conjectura de Goldaehmaiores informa-
¢Oes sobre esta palestra veja, por exemplo, http://wwikickedu/ djoyce/hilbert/.
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1. (Proposto na Revista da ORM, numero 12) Prove que:

1
S = %(100)(101)(201)(10099)(3~1012+9~1010+2-108711.106+3~104+995),
€ inteiro.

SOLUCAO (apresentada por Gabriel Simon Schafaschek, Luis EduaitdoliF
e Mateus Souza Oliveira, alunos de graduagéo do curso deridtta - Licen-
ciatura da UFSC)

Sejamr = (3-10'24+9-109 +2-10% +3-10* +995) ey = 11 - 10°.
Para provar qué é inteiro, basta qué6|(100)(101)(201)(10099)(z — y).
Note quet6 = 2 - 3 - 11, entéo:

1
§ = 55 7(100)(101)(201)(10099)(x — y)
= 1—11(50)(101)(67)(10099)(x—y).

Vamos mostrar quél|(z — y). Para isto, vamos mostrar qugz e 11|y.
De fato, comgy = 11 - 10°, temos qué 1]y. Além disto, note que:

r=(3-10"%4+9-10'"" +2-10® + 3 - 10* + 995) = 3090200030995.

Lembre que o critério de divisibilidade por 11 diz o seguimp@ra um niimero
keN k=ag+ar-10+as-102+...+a, 10" ser mdltiplo de 11, devemos
ter que

11{(ap — a1 + a2 + ... + (=1)"ay).

Como
5-94+9-0+3-0+0-0+2-04+9-0+3=22=2-11,
segue quél|z, e S é inteiro.

Também enviou solugéo deste problema Lorenzo Andreaus dtuensino médio
da Escola Técnica do Vale do Itajai e medalhista de ouro naQlihpiada Regional
de Matematica de Santa Catarina (nivel 2).
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Convidamos o leitor a enviar solucdes dos problemas pragosta sugerir no-
vos problemas para as proximas edi¢cdes. As melhores sasgiado publicadas na
préxima edicéo e os autores receberdo um exemplar da mesgja "(Mformacdes
Gerais").

1. (Proposto pelo Professor Anténio Vladimir Martins, do Depaento de Ma-
tematica da UFSC)

SejamA = (abc)1o, em que((abc)1o = a.10% + b.10 + ¢), um ndmero natural
de 3 algarismos & = (ab)10 —2¢, em qug(ab)19 = a.10+b). Prove que 0T

é divisivel por 7 se e somente deé divisivel por 7. Seréa possivel substituir
10T porT'?

2. (Proposto pelo Professor Antdnio Vladimir Martins, do Deaanento de Ma-
tematica da UFSC)

Um terreno retangular de lados inteiros esta completantivitido em qua-
drados idénticos. Plantando uma muda (de arvore) em cadaoamédtices
dos quadrados havera 25 a mais do que plantando uma mudatrmd=nada
guadrado. Se a medida de um dos lados é mdltiplo de 5, quéttas possibi-
lidades para as dimensdes do terreno?
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3. (Proposto pelo Professor Antdnio Vladimir Martins, do Depanento de Ma-
tematica da UFSC)

Considere as figuras abaixo:

Em cada figura tém-sepontos distintos e um quadrado, em que cada lado (ou
seu prolongamento) possui um dos pontos.
Nas mesmas condicdes, obter o quadrado quando:

a) Os4 pontos sao vértices de um paralelogramo.
b) Os4 pontos sado vértices de um quadrilatero convexo arbitrario.
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4. (Proposto pelo Professor Antdnio Vladimir Martins, do Depanento de Ma-
tematica da UFSC)

Para se provar que a aceleracdo centripeta, em uma trajdgarco circu-
2

lar tangenciando um losango CEFI (figura abaixo), é dadapes % dois

autores* afirmam que na figura abaixo, a rﬁ passa pelo centr® da cir-
cunferéncia. Prove qug, F' e O séo colineares.

*The new graphical representation of centripetal accetina, E. Krupa .W.T.Krupa,
Phys. Educ Vol 32% 09/97.

5. (Proposto pelo Professor José Luiz Rosas Pinho, tutor do MEEméatica)

(a) Prove que todo triangulo € o tridngulo értico de outr@ntgiulo.

(b) Prove que, se o tridngulo 6rtico de um triangulo acutimguA BC for
semelhante a ele, entdad0A BC é equilatero.

(c) Prove que se um triangulo tem &ngulos de medida®x e 4« (e portanto
obtusangulo), entao o seu triangulo Ortico € semelhant a el

Observacédo O triangulo érticode um trianguloAABC € o triangulo cujos
vértices séo as projegdes dos vértices do triangutiBC' sobre as retas que
contém os respectivos lados opostos (pés das alturas dgutié\ A BC).
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6. (Proposto por Lorenzo Andreaus, aluno do ensino médio dal&Seécnica do
Vale do Itajai e medalhista de ouro na XVI Olimpiada RegiateaMatematica
de Santa Catarina (nivel 2))

(a) Prove que se um nimero inteiro ndo é um quadrado perdeitdo a sua
raiz quadrada é um namero irracional.

(b) Prove que se temos dois nimeros inteiros que nao sacegizadrerfeitos,
entdo a soma de suas raizes quadradas € um nimero irracional.
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Premiados da ORM em Olimpiadas de Matematica

Airton José Schmitt Junior - Biguagu

Medalha de Bronze na#®limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas
em 2008 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na*®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
em 2009 (Nivel 1)

Mengédo Honrosa na®@limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Pdblicas em
2010 (Nivel 2)

Mengdo Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matematica deesS@atarina em
2011 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na*Dlimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
em 2011 (Nivel 2)

Mencéo Honrosa na XV Olimpiada Regional de Matematica déaSaatarina em
2012 (Nivel 3)

Mencédo Honrosa nag®®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2012 (Nivel 3)

Mencgédo Honrosa na XVI Olimpiada Regional de Matematica deeS@atarina em
2013 (Nivel 3)

Medalha de Prata n& @limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2013 (Nivel 3)

Medalha de Bronze na XVII Olimpiada Regional de Mateméatiessdnta Catarina
em 2014 (Nivel 3)

Medalha de Bronze na ¥@limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
em 2014 (Nivel 3)

Amadeo Zimermann - S&o Pedro de Alcantara

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
em 2007 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na®®limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas
em 2008 (Nivel 2)

Medalha de Prata n& ®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
em 2010 (Nivel 3)

Medalha de Prata na XIV Olimpiada Regional de MatematicaateaSCatarina em
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2011 (Nivel 3)

Mencédo Honrosa nag®Olimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2011 (Nivel 3)

Mengdo Honrosa na XVI Olimpiada Regional de Matematica deeS@atarina em
2013 (Nivel 3)

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas
em 2013 (Nivel 3)

Ana Carolina de Medeiros da Silva - Joinville

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
em 2009 (Nivel 1)

Mengédo Honrosa na Xl Olimpiada Regional de Matematica alet& Catarina em
2010 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
em 2010 (Nivel 1)

Ana Claudia Zezulka - FlorianGpolis

Medalha de Prata na XVII Olimpiada Regional de Matematic§aleta Catarina em
2014 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na 2*@Ilimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
em 2014 (Nivel 1)

Anderson Negreli - S&o Bento do Sul

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
em 2007 (Nivel 1)

Medalha de Prata na XI Olimpiada Regional de Matematica d¢aSaatarina em
2008 (Nivel 1)

Mencédo Honrosa nag®fDlimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 1)

Mencao Honrosa na Xll Olimpiada Regional de Matematica de¢aS@atarina em
2009 (Nivel 2)

Mengédo Honrosa na®®limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 2)

Medalha de Prata n& ®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 2)

Mengédo Honrosa na®Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2011 (Nivel 3)
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Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
em 2012 (Nivel 3)

Mencédo Honrosa ng?®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2013 (Nivel 3)

André Victoria Matias - Criciima

Mengédo Honrosa na® Dlimpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas em
2005 (Nivel 1)

Mencédo Honrosa ng®Dlimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2006 (Nivel 2)

Mengdo Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matematica deeS@atarina em
2011 (Nivel 3)

Bruno da Silveira Dias - Floriandpolis

Medalha de Ouro e Prémio William Glenn Whitley na XII OlimgéaRegional de
Matemética de Santa Catarina em 2009 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na XXXI Olimpiada Brasileira de Matensaém 2009 (Nivel 1)

Bruno Leonardo Schneider - Sdo José

Medalha de Bronze na | Olimpiada Regional de Matematica d¢aSaatarina em
1998 (Nivel 1)

Medalha de Prata na Il Olimpiada Regional de Matemética de&a%ztarina em 1999
(Nivel 1)

Medalha de Bronze na XXI Olimpiada Brasileira de Mateméairal999 (Nivel 1)
Mencgédo Honrosa na lll Olimpiada Regional de Matematica déeSaatarina em 2000
(Nivel 2)

Mencédo Honrosa na IV Olimpiada Regional de Matemética deéaS@atarina em
2001 (Nivel 2)

Mencao Honrosa na V Olimpiada Regional de Matematica dea%zatarina em 2002
(Nivel 3)

Medalha de Prata na VI Olimpiada Regional de Matematica d¢aSaatarina em
2003 (Nivel 3)

Medalha de Prata na VIl Olimpiada Regional de MatematicaatéaSCatarina em
2004 (Nivel 3)

Bruno Mota - Joinville
Mengédo Honrosa na®®limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas em
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2009 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na XlIll Olimpiada Regional de Mateméate&dnta Catarina em
2010 (Nivel 1)

Medalha de Ouro na?@®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 1)

Mengdo Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matematica deeS@atarina em
2011 (Nivel 2)

Mencé&o Honrosa nag®Olimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2011 (Nivel 2)

Mencéo Honrosa na XV Olimpiada Regional de Matematica déaSaatarina em
2012 (Nivel 2)

Medalha de Prata n& ®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2012 (Nivel 2)

Mencéo Honrosa na?®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2013 (Nivel 3)

Bruno Nunes - Joinville

Mengdo Honrosa na XlI Olimpiada Regional de Mateméatica deaS@atarina em
2009 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
em 2009 (Nivel 1)

Mencéo Honrosa na®@®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 2)

Mengédo Honrosa na?®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2013 (Nivel 3)

Carlos Bruno Medeiros da Costa Pereira Neto - Joinville

Medalha de Bronze na XlI Olimpiada Regional de Matemétic8alga Catarina em
2009 (Nivel 1)

Mencédo Honrosa nag®®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 1)

Medalha de Prata na Xlll Olimpiada Regional de Matematic&aleta Catarina em
2010 (Nivel 1)

Medalha de Ouro na®®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 1)

Medalha de Bronze naDlimpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas
em 2011 (Nivel 2)
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Caroline da Silveira - Joinville

Medalha de Prata n& ©limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na XlI Olimpiada Regional de MatematicSalga Catarina em
2009 (Nivel 1)

Medalha de Ouro na®®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 1)

Mengédo Honrosa na*@limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Pdblicas em
2010 (Nivel 2)

Cristine Buettgen - Pomerode

Medalha de Bronze na XV Olimpiada Regional de MateméticassieaSCatarina em
2012 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na?®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2012 (Nivel 2)

Mencg&o Honrosa na XVI Olimpiada Regional de Matematica deeS@atarina em
2013 (Nivel 3)

Douglas Ohf - Joinville

Mengdo Honrosa na Xll Olimpiada Regional de Mateméatica deaS@atarina em
2009 (Nivel 1)

Medalha de Ouro na®®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na XlIIl Olimpiada Regional de Matemate&dnta Catarina em
2010 (Nivel 1)

Medalha de Ouro na?@®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na*Dlimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
em 2011 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na XV Olimpiada Regional de MateméaticaasieaSCatarina em
2012 (Nivel 2)

Medalha de Prata n&®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2012 (Nivel 2)

Medalha de Prata n& @limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2013 (Nivel 3)
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Eduardo Adelano Agostini Pasold - Timbé

Mencédo Honrosa ng®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2007 (Nivel 1)

Mengdo Honrosa na Xll Olimpiada Regional de Mateméatica deaS@atarina em
2009 (Nivel 2)

Mengédo Honrosa na®®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 2)

Mencédo Honrosa nag®®limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas em
2012 (Nivel 3)

Eduardo José Mendes - Biguagu

Mengédo Honrosa na® Dlimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2005 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas
em 2006 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
em 2007 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na Xl| Olimpiada Regional de Matematica deaS@atarina em
2008 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
em 2008 (Nivel 2)

Mencéo Honrosa na®@limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 3)

Medalha de Bronze naDlimpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas
em 2011 (Nivel 3)

Eduardo Lennert Rammeé - Joinville

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
em 2010 (Nivel 1)

Medalha de Ouro na XIV Olimpiada Regional de Matematica deés5@atarina em
2011 (Nivel 1)

Mengédo Honrosa na XXXIII Olimpiada Brasileira de Matemaien 2011 (Nivel 1)
Medalha de Ouro na®®Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2011 (Nivel 1)

Mencado Honrosa na XV Olimpiada Regional de Matematica déaSaatarina em
2012 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas
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em 2012 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na XVI Olimpiada Regional de Matematica des5@atarina em
2013 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na?®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2013 (Nivel 2)

Elisangela Dornelles - Massaranduba

Menc&o Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matematica deeS@atarina em
2011 (Nivel 1)

Medalha de Bronze naDlimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
em 2011 (Nivel 1)

Mencgéo Honrosa na XV Olimpiada Regional de Matematica déaSaatarina em
2012 (Nivel 2)

Mencé&o Honrosa nag®®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2012 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na®®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
em 2013 (Nivel 2)

Felipe Paupitz Schlichting - Florianépolis

Medalha de Ouro na Il Olimpiada Regional de Matemética déeSaatarina em 1999
(Nivel 1)

Mencédo Honrosa na XXI Olimpiada Brasileira de Matematical®80 (Nivel 1)
Medalha de Ouro na Ill Olimpiada Regional de Matematica de#sS&atarina em
2000 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na IV Olimpiada Regional de Matematica deaS@atarina em
2001 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na XXIII Olimpiada Brasileira de Materegm 2001 (Nivel 2)
Medalha de Ouro na V Olimpiada Regional de Mateméatica deaSzatarina em 2002
(Nivel 3)

Medalha de Ouro na VI Olimpiada Regional de Matematica deaS@atarina em
2003 (Nivel 3)

Medalha de Ouro na VIl Olimpiada Regional de Matemética de@sS&atarina em
2004 (Nivel 3)

Fernanda Momm Antunes - Joinville
Mencéo Honrosa na Xl Olimpiada Regional de Matemética deaS@atarina em
2008 (Nivel 1)
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Medalha de Prata n& ©limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 1)

Mencdo Honrosa na Xll Olimpiada Regional de Matemética deaS@atarina em
2009 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas
em 2009 (Nivel 1)

Mencé&o Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matematica deeS@atarina em
2011 (Nivel 2)

Fernando Luiz Alves Lapa - Joinville

Mencé&o Honrosa nag®fDlimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas
em 2009 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
em 2010 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na XIV Olimpiada Regional de MatematicBatga Catarina em
2011 (Nivel 3)

Mengédo Honrosa na®Olimpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas em
2011 (Nivel 3)

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
em 2012 (Nivel 3)

Medalha de Ouro na XVI Olimpiada Regional de Matematica deeS@atarina em
2013 (Nivel 3)

Medalha de Prata n& @limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2013 (Nivel 3)

Mencédo Honrosa na XVII Olimpiada Regional de Mateméticaalg&Catarina em
2014 (Nivel 3)

Medalha de Ouro na 2@limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas em
2014 (Nivel 3)

Gabriel Augusto Moreira - Joinville

Mengédo Honrosa ng#®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2007 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na XlI Olimpiada Regional de Matemétic8alga Catarina em
2009 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas
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em 2009 (Nivel 2)

Gabriel Machado - Massaranduba

Mencé&o Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matematica deeS@atarina em
2011 (Nivel 2)

Medalha de Bronze naDlimpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas
em 2011 (Nivel 2)

Mencédo Honrosa ng?®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2013 (Nivel 1)

Gabriella Maria Radke Chaves - Joinville

Medalha de Bronze na XVI Olimpiada Regional de MatematicBatga Catarina em
2013 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na®®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2013 (Nivel 3)

Gislaine Hoffmann - Ant6nio Carlos

Medalha de Prata n& Dlimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2005 (Nivel 1)

Medalha de Prata n& Dlimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2006 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
em 2007 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na?limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
em 2009 (Nivel 3)

Medalha de Bronze na Xlll Olimpiada Regional de Matemate&dnta Catarina em
2010 (Nivel 3)

Mengédo Honrosa na®@limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 3)

Medalha de Bronze na@Dlimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
em 2011 (Nivel 3)

Giuliano Boava - Criciima
Medalha de Ouro na Il Olimpiada Regional de Matemética déeS2atarina em 1999
(Nivel 3)
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Medalha de Prata na XXI Olimpiada Brasileira de Mateméatma 899 (Nivel 3)
Mencdo Honrosa na lll Olimpiada Iberoamericana de Matemafniversitaria em
2000

Medalha de Bronze na XXIIl Olimpiada Brasileira de MatergtUniversitaria em
2001

Mengdo Honrosa na IV Olimpiada Iberoamericana de Matemétiversitaria em
2001

Medalha de Prata na XXIV Olimpiada Brasileira de Matematicaversitaria em
2002

Mengdo Honrosa na V Olimpiada Iberoamericana de Mateméiieersitaria em
2002

Medalha de Bronze na XXV Olimpiada Brasileira de Matematicéversitaria em
2003

Medalha de Bronze (Third Prize) na X Internacional MathécahtCompetition for
University Students em 2003 - Cluj-Napoca, Roménia

Mencéo Honrosa na XXVI Olimpiada Brasileira de Mateméatica/ersitaria em 2004

Guilherme Rohden Echelmeier - Itajai

Medalha de Prata na Ill Olimpiada Regional de Matematicaat@eSCatarina em
2000 (Nivel 1)

Medalha de Ouro na XXII Olimpiada Brasileira de Matematica2900 (Nivel 1)
Medalha de Ouro na IV Olimpiada Regional de Matematica d¢aS@atarina em
2001 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na V Olimpiada Regional de Matematica deaSzatarina em 2002
(Nivel 2)

Medalha de Prata na XXIV Olimpiada Brasileira de Matemé&tite2002 (Nivel 2)
Medalha de Ouro na VI Olimpiada Regional de Matematica d¢aS@atarina em
2003 (Nivel 3)

Medalha de Ouro na VII Olimpiada Regional de Matematica des5@atarina em
2004 (Nivel 3)

Medalha de Ouro na VIII Olimpiada Regional de Matematica aet& Catarina em
2005 (Nivel 3)

Guilherme Weber Menon - Joinville

Mencédo Honrosa nag®fDlimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na XIV Olimpiada Regional de MatematicBatga Catarina em
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2011 (Nivel 3)

Gustavo Bernardo de Oliveira - Joinville

Mencédo Honrosa ng®Dlimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2006 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na XIII Olimpiada Regional de Matematica aet& Catarina em
2010 (Nivel 3)

Gustavo Lisbda Empinotti - Florianopolis

Medalha de Prata na XXVII Olimpiada Brasileira de Matengém 2005 (Nivel 1)
Medalha de Ouro na IX Olimpiada Regional de Matematica d¢aS@atarina em
2006 (Nivel 2)

Medalha de Prata na XXVIII Olimpiada Brasileira de Matemwei#m 2006 (Nivel 2)
Medalha de Ouro e Prémio William Glenn Whitley na X Olimpidigional de Ma-
tematica de Santa Catarina em 2007 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na XXIX Olimpiada Brasileira de Matengatm 2007 (Nivel 2)
Mencédo Honrosa na $®limpiada de Maio em 2007 (Nivel 2)

Medalha de Ouro e Prémio William Glenn Whitley na XI OlimpéaRlegional de Ma-
tematica de Santa Catarina em 2008 (Nivel 3)

Medalha de Bronze na XXX Olimpiada Brasileira de Mateméaite2008 (Nivel 3)
Medalha de Bronze na XIX Olimpiada de Matematica do Cone BuR@08 - Te-
muco, Chile

Medalha de Prata na XXXI Olimpiada Brasileira de Matemé&tite2009 (Nivel 3)
Medalha de Bronze na LI Olimpiada Internacional de Materad&tim 2010 - Astana,
Cazaquistéo

Medalha de Bronze na lll Romanian Master in Mathematics et®20

Medalha de Bronze na Asian Pacific Mathematics Olympiad eb® 20

Medalha de Prata na 2®limpiada Iberoamericana de Matematica em 2010 - Assun-
¢éo, Paraguai

Medalha de Ouro na XXXII Olimpiada Brasileira de Matemagoa2010 (Nivel 3)
Mencéo Honrosa na IV Romanian Master in Mathematics em 2011

Medalha de Prata na Asian Pacific Mathematics Olympiad ert 201

Medalha de Bronze na LIl Olimpiada Internacional de Matéradém 2011 - Ams-
terdd, Holanda

Hanna Kurihara e Silva - Florianopolis
Medalha de Bronze na Il Olimpiada Regional de MatematicaadgaSCatarina em

Revista da ORM/SC%h13, 2016



116 Premiados da ORM em Olimpiadas de Matemética

1999 (Nivel 1)

Mencédo Honrosa na lll Olimpiada Regional de Matemética desSaatarina em 2000
(Nivel 1)

Mengédo Honrosa na XXIl Olimpiada Brasileira de Matematite2®00 (Nivel 1)
Medalha de Bronze na IV Olimpiada Regional de Matematicaa¢aSCatarina em
2001 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na V Olimpiada Regional de Mateméatica deaSzatarina em 2002
(Nivel 2)

Mencéo Honrosa na VI Olimpiada Regional de Matemética deaS@atarina em
2003 (Nivel 3)

Helena Carolina Rengel Koch - Jaragué do Sul

Mengédo Honrosa na VIII Olimpiada Regional de Matematica alet& Catarina em
2005 (Nivel 1)

Mencédo Honrosa ng®Dlimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2006 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na®®limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas
em 2007 (Nivel 2)

Mencéo Honrosa na Xl Olimpiada Regional de Matemética deaS@atarina em
2008 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
em 2008 (Nivel 2)

Mengdo Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matematica deesS@atarina em
2011 (Nivel 3)

Ivani lvanova Ivanova - Blumenau

Mengédo Honrosa na® Dlimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2005 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
em 2006 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
em 2007 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na XlI Olimpiada Regional de Matemétic8alga Catarina em
2009 (Nivel 3)

Medalha de Ouro na®®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
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2009 (Nivel 3)

Medalha de Bronze na XlIll Olimpiada Regional de Mateméate&dnta Catarina em
2010 (Nivel 3)

Medalha de Bronze na#®limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas
em 2010 (Nivel 3)

Medalha de Prata na XIV Olimpiada Regional de MatematicaateaSCatarina em
2011 (Nivel 3)

Janine Garcia - Sdo Francisco do Sul

Mencédo Honrosa nag®fDlimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 2)

Mengdo Honrosa na XlI Olimpiada Regional de Mateméatica deaS@atarina em
2009 (Nivel 2)

Mencé&o Honrosa nag®®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 2)

Mencéo Honrosa na@Dlimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2011 (Nivel 3)

Mengédo Honrosa na®®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Pudblicas em
2012 (Nivel 3)

Jodo Marcos Carnieletto Nicolodi - Floriandpolis

Medalha de Ouro na Xl Olimpiada Regional de Matematica d¢aS@atarina em
2008 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na XXX Olimpiada Brasileira de Mateméatite2008 (Nivel 1)
Medalha de Ouro na XlI Olimpiada Regional de Matematica des5&@atarina em
2009 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na Xl Olimpiada Regional de Mateméate&dnta Catarina em
2010 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na XV Olimpiada Regional de MateméaticaasieaSCatarina em
2012 (Nivel 3)

Medalha de Prata na XVI Olimpiada Regional de MatematicaateaSCatarina em
2013 (Nivel 3)

Julia Almeida Oliveira - Joacaba

Mencédo Honrosa na*@limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na XIV Olimpiada Regional de MatematicBatga Catarina em
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2011 (Nivel 1)

Mencédo Honrosa nag®Olimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2011 (Nivel 1)

Mencgéo Honrosa na XV Olimpiada Regional de Matematica déaSaatarina em
2012 (Nivel 2)

Julia Bertelli - Joinville

Medalha de Prata na Xl Olimpiada Regional de MatematicaatgaSCatarina em
2009 (Nivel 1)

Medalha de Ouro e Prémio William Glenn Whitley na XIII Olinapia Regional de
Matematica de Santa Catarina em 2010 (Nivel 1)

Mengado Honrosa na XXXII Olimpiada Brasileira de Matemagoa2010 (Nivel 1)
Medalha de Prata na 3®limpiada de Maio em 2011 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na XIV Olimpiada Regional de Matematic&atga Catarina em
2011 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na XV Olimpiada Regional de Matematica deéaS@atarina em
2012 (Nivel 2)

Julia Heck Deters - Itapiranga

Mengédo Honrosa na Xl Olimpiada Regional de Matematica alet& Catarina em
2010 (Nivel 1)

Mencédo Honrosa na*@limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 1)

Mengédo Honrosa ng?®limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas em
2013 (Nivel 2)

Karina Livramento dos Santos - Navegantes

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
em 2007 (Nivel 1)

Medalha de Ouro na®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 1)

Medalha de Prata na XIl Olimpiada Regional de MatematicaaigaSCatarina em
2009 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
em 2009 (Nivel 2)

Medalha de Prata na Xlll Olimpiada Regional de Matematic&aleta Catarina em
2010 (Nivel 2)
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Medalha de Prata n& ®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 2)
Mencédo Honrosa nag®Olimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2011 (Nivel 3)

Katarine Emanuela Klitzke - Timbo

Medalha de Bronze na XV Olimpiada Regional de MateméaticaasieaSCatarina em
2012 (Nivel 1)

Mencédo Honrosa nag®®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2012 (Nivel 1)

Mengédo Honrosa na XVII Olimpiada Regional de Matematicaalg&Catarina em
2014 (Nivel 2)

Medalha de Prata na 20@limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2014 (Nivel 2)

Laiane Freitas Suzart - Joinville

Medalha de Bronze na XlI Olimpiada Regional de MatematicSalga Catarina em
2009 (Nivel 2)

Mengédo Honrosa na®®limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 2)

Mencédo Honrosa na*@limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 3)

Mengédo Honrosa na®Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2011 (Nivel 3)

Leandro Augusto Lichtenfelz - Blumenau

Medalha de Ouro na VI Olimpiada Regional de Matematica d¢aS@atarina em
2003 (Nivel 3)

Medalha de Bronze na XXX Olimpiada Brasileira de Matematicéversitaria em
2008

Medalha de Prata (Second Prize) na XVI Internacional Ma#tima Competition for
University Students em 2009 - Budapeste, Hungria

Leandro Jun Kimura - Joinville

Mencédo Honrosa ng#®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2007 (Nivel 1)

Mencéo Honrosa na Xl Olimpiada Regional de Matemética deaS@atarina em
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2008 (Nivel 1)

Medalha de Prata n& ©limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 1)

Mengdo Honrosa na Xll Olimpiada Regional de Mateméatica deaS@atarina em
2009 (Nivel 2)

Mengédo Honrosa na®®limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na XlIll Olimpiada Regional de Mateméate&dnta Catarina em
2010 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na#®limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas
em 2010 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na XIV Olimpiada Regional de Matematic8atga Catarina em
2011 (Nivel 3)

Mencéo Honrosa na@Dlimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2011 (Nivel 3)

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas
em 2012 (Nivel 3)

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
em 2013 (Nivel 3)

Leandro Roza Livramento - Florianépolis

Mencéo Honrosa na?flimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 3)

Mengdo Honrosa na XlI Olimpiada Regional de Mateméatica deaS@atarina em
2009 (Nivel 3)

Medalha de Bronze na@®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
em 2009 (Nivel 3)

Medalha de Bronze na#®limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas
em 2010 (Nivel 3)

Leonardo Gongalves Fischer - Fraiburgo

Medalha de Bronze na XXVII Olimpiada Brasileira de Materwegigm 2005 (Nivel 1)
Medalha de Prata na IX Olimpiada Regional de Matematica d¢aSaatarina em
2006 (Nivel 2)

Mencédo Honrosa na 2Dlimpiada de Maio em 2006 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na X Olimpiada Regional de Matematica déaSaatarina em
2007 (Nivel 2)
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Medalha de Prata na XIlll Olimpiada Regional de Matematic&alata Catarina em
2010 (Nivel 3)

Leonardo Lennert Rammé - Joinville

Medalha de Bronze na#®limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas
em 2010 (Nivel 1)

Mencédo Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matematica deeS@atarina em
2011 (Nivel 2)

Medalha de Bronze naDlimpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas
em 2011 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na XV Olimpiada Regional de MateméaticaasieaSCatarina em
2012 (Nivel 2)

Medalha de Prata n& ®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2012 (Nivel 2)

Leonard Henrrik Wodtke - Joinville

Menc&o Honrosa na Xll Olimpiada Regional de Matemética deaS@atarina em
2009 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
em 2009 (Nivel 2)

Mengédo Honrosa na®Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2011 (Nivel 3)

Leticia Perini - Timbo

Mengdo Honrosa na VII Olimpiada Regional de Mateméatica deaS@atarina em
2004 (Nivel 1)

Mengédo Honrosa na® Dlimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2005 (Nivel 1)

Mencédo Honrosa ng®Dlimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2006 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na@®limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas
em 2007 (Nivel 2)

Menc&o Honrosa na Xll Olimpiada Regional de Matemética deaS@atarina em
2009 (Nivel 3)

Mencéo Honrosa na Xlll Olimpiada Regional de Mateméatica alet& Catarina em
2010 (Nivel 3)
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Lorenzo Andreaus - Blumenau

Medalha de Ouro na XVII Olimpiada Regional de Matematica aiet&Catarina em
2014 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na XXXW¥IOlimpiada Brasileira de Matematica em 2014 (Nivel
2)

Lucas Bruno Barbosa Sandoval - Florianépolis

Medalha de Ouro na?limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2005 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na IX Olimpiada Regional de MatematicaasigeSCatarina em
2006 (Nivel 3)

Mencéo Honrosa naDlimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2006 (Nivel 3)

Lucas Gabriel Krutzsch - Massaranduba

Medalha de Bronze na XV Olimpiada Regional de MateméaticaasieaSCatarina em
2012 (Nivel 1)

Mencé&o Honrosa nag®®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2012 (Nivel 1)

Lucas Lolli Savi - Florianépolis

Medalha de Ouro na Ill Olimpiada Regional de Matematica de#sS&atarina em
2000 (Nivel 2)

Mengédo Honrosa na XXIl Olimpiada Brasileira de Matematite2900 (Nivel 2)
Medalha de Bronze na V Olimpiada Regional de Matematica déaSaatarina em
2002 (Nivel 3)

Luis Fernando Momm Antunes - Joinville

Mengédo Honrosa na®®limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 1)

Mencé&o Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matematica deeS@atarina em
2011 (Nivel 2)

Mencéo Honrosa na XV Olimpiada Regional de Matematica déaSaatarina em
2012 (Nivel 2)

Luiz Fernando Bossa - Brusque
Mengédo Honrosa na® Dlimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
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2005 (Nivel 1)

Mencédo Honrosa ng®Dlimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2006 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na@®limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas
em 2007 (Nivel 2)

Medalha de Prata n& ©limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na XlI Olimpiada Regional de Matemétic8alga Catarina em
2009 (Nivel 3)

Medalha de Prata n& ®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 3)

Medalha de Ouro na XlII Olimpiada Regional de Matematica aet& Catarina em
2010 (Nivel 3)

Medalha de Prata n& ®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 3)

Medalha de Ouro na®®Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2011 (Nivel 3)

Mencao Honrosa na XXXV Olimpiada Brasileira de Matematite?2€©13 (Nivel Uni-
versitario)

Mateus Spezia - Blumenau

Medalha de Prata na XV Olimpiada Regional de Matematica déaSaatarina em
2012 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na?®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2012 (Nivel 2)

Mencg&o Honrosa na XVI Olimpiada Regional de Matematica deeS@atarina em
2013 (Nivel 3)

Medalha de Ouro na?®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2013 (Nivel 3)

Medalha de Prata na XVII Olimpiada Regional de Matematic§aleta Catarina em
2014 (Nivel 3)

Medalha de Prata na 2O@limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2014 (Nivel 3)

Mikhail Zimmer Heidrich - Lages
Mengédo Honrosa nag#®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2007 (Nivel 1)
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Medalha de Prata n& ©limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 1)

Mencédo Honrosa nag®®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na XIII Olimpiada Regional de Matematica aet& Catarina em
2010 (Nivel 2)

Mencgédo Honrosa na XVI Olimpiada Regional de Matematica deeS@atarina em
2013 (Nivel 3)

Murilo Schoffen Prado - Florianépolis

Medalha de Prata na XVII Olimpiada Regional de Matematic§aleta Catarina em
2014 (Nivel 1)

Mencédo Honrosa na XXXVI Olimpiada Brasileira de Matema&ona2014 (Nivel 1)

Natalia Deyse Koch - Chapeco

Medalha de Ouro na?®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2006 (Nivel 1)

Medalha de Ouro na®®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2007 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na®®limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas
em 2008 (Nivel 2)

Medalha de Prata n& ®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 2)

Mencédo Honrosa na*@limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 3)

Mengdo Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matematica deesS@atarina em
2011 (Nivel 3)

Medalha de Bronze naDlimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
em 2011 (Nivel 3)

Medalha de Ouro na?®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2012 (Nivel 3)

Natan Cardozo Leal - Sdo Bento do Sul
Medalha de Ouro na VIl Olimpiada Regional de Matemética de@sS&atarina em
2004 (Nivel 1)
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Medalha de Ouro na VIII Olimpiada Regional de Matematica aet& Catarina em
2005 (Nivel 2)

Mencdo Honrosa na IX Olimpiada Regional de Matemética déaS@atarina em
2006 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na?®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2006 (Nivel 2)

Mencao Honrosa na X Olimpiada Regional de Matematica dea%zatarina em 2007
(Nivel 3)

Medalha de Prata n& ®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2007 (Nivel 3)

Medalha de Prata na XI Olimpiada Regional de Matematica d¢aSaatarina em
2008 (Nivel 3)

Medalha de Prata n& ©limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 3)

Medalha de Prata na XIl Olimpiada Regional de MatematicaaigaSCatarina em
2009 (Nivel 3)

Medalha de Prata n& ®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 3)

Nicole Braga de Medeiros Nicolak - Joinville

Mencé&o Honrosa ng@Dlimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2006 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na X Olimpiada Regional de Matematica déaSaatarina em
2007 (Nivel 1)

Mencédo Honrosa nag#®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2007 (Nivel 1)

Mencédo Honrosa nag®fDlimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na XlI Olimpiada Regional de MatematicSalga Catarina em
2009 (Nivel 2)

Mencédo Honrosa nag®®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 2)

Rafael Della Giustina Basilone Leite - FlorianGpolis

Medalha de Ouro na XV Olimpiada Regional de Matematica deéaS@atarina em
2012 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na XXXIV Olimpiada Brasileira de Matereiém 2012 (Nivel
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1)

Medalha de Prata na XVI Olimpiada Regional de Mateméaticaatg¢aSCatarina em
2013 (Nivel 2)

Medalha de Prata na XVII Olimpiada Regional de Matematic§aleta Catarina em
2014 (Nivel 2)

Mengdo Honrosa na XXXVI Olimpiada Brasileira de Matema&na2014 (Nivel 2)

Renan Henrique Finder - Joinville

Medalha de Ouro na VI Olimpiada Regional de Matematica d¢aS@atarina em
2003 (Nivel 1)

Medalha de Prata na VII Olimpiada Regional de MatematicaaigaSCatarina em
2004 (Nivel 1)

Medalha de Prata na XXVI Olimpiada Brasileira de Matemé&tite2004 (Nivel 1)
Medalha de Ouro na VIII Olimpiada Regional de Matematica aet& Catarina em
2005 (Nivel 2)

Mengédo Honrosa na XXVII Olimpiada Brasileira de Matemagoa2005 (Nivel 2)
Medalha de Ouro e Prémio William Glenn Whitley na IX Olimpéa®legional de Ma-
temética de Santa Catarina em 2006 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na XXVIII Olimpiada Brasileira de Matematim 2006 (Nivel 2)
Medalha de Bronze na 1®limpiada de Maio em 2006 (Nivel 2)

Medalha de Prata na XXIX Olimpiada Brasileira de Matem&tite2007 (Nivel 3)
Medalha de Ouro na XVIII Olimpiada de Matematica do Cone BuR807 - Uruguai
Medalha de Prata na XXX Olimpiada Brasileira de Mateméatm£608 (Nivel 3)
Medalha de Prata na 2®limpiada Iberoamericana de Matematica em 2008 - Brasil
Medalha de Prata na 2®limpiada Internacional de Matematica em 2008 - Madri,
Espanha

Medalha de Prata na 50@limpiada Internacional de Matematica em 2009 - Bremen,
Alemanha

Medalha de Ouro na 2Dlimpiada Iberoamericana de Mateméatica em 2009 - Santi-
ago de Querétaro, México

Medalha de Ouro na XXXI Olimpiada Brasileira de Matematica2009 (Nivel 3)
Medalha de Ouro na XXXII Olimpiada Brasileira de Matematidaiversitaria em
2010

Medalha de Ouro na XXXIII Olimpiada Brasileira de Matematldniversitaria em
2011

Medalha de Ouro (First Prize) na XVIII International Mathatins Competition for
University Students em 2011
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Medalha de Prata na Ill Competi¢@o Iberoamericana Inteeusitaria de Matematica
em 2011 - Quito, Equador

Medalha de Ouro (First Prize) na XIX Internacional Matheina@tCompetition for
University Students em 2012 - Blagoevgrad, Bulgaria

Medalha de Ouro na IV Competicédo Iberoamericana Interusitégia de Matematica
em 2012 - Guanajuato, México

Rodrigo Vicente Cercal - Joinville

Mencédo Honrosa na*@limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 1)

Mengdo Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matematica deesS@atarina em
2011 (Nivel 1)

Mengédo Honrosa nad®Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2011 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
em 2013 (Nivel 2)

Rogério Hannemann Jdnior - Joinville

Mengédo Honrosa na® Dlimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2005 (Nivel 1)

Mencédo Honrosa ng®Dlimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2006 (Nivel 2)

Mencéo Honrosa na@®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2007 (Nivel 2)

Mengédo Honrosa na Xl Olimpiada Regional de Matematica alet& Catarina em
2010 (Nivel 3)

Ruan Victor Soares da Silva - Joinville

Medalha de Prata n& ®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 1)

Medalha de Prata na Xlll Olimpiada Regional de Matematic&aleta Catarina em
2010 (Nivel 1)

Medalha de Ouro na?@®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 1)

Mencédo Honrosa nag®Olimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2011 (Nivel 2)
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Shadi Bavar - Blumenau

Medalha de Prata na Xl Olimpiada Regional de MatematicaatéaSCatarina em
2009 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na XXXI Olimpiada Brasileira de Matensaém 2009 (Nivel 1)
Mengédo Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matematica deeS@atarina em
2011 (Nivel 2)

Sidnei Rodrigo Dos Santos - Jaragua do Sul

Mencédo Honrosa ng®Dlimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2006 (Nivel 1)

Medalha de Prata n& ®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2007 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas
em 2008 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na®®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na XIV Olimpiada Regional de MatematicBatga Catarina em
2011 (Nivel 3)

Medalha de Prata na XV Olimpiada Regional de Matematica déaSaatarina em
2012 (Nivel 3)

Simon Joel Warkentin - Joinville

Mencéo Honrosa na®@®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 1)

Mengdo Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matematica deesS@atarina em
2011 (Nivel 1)

Mencédo Honrosa nag®Olimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2011 (Nivel 1)

Mengédo Honrosa ng?®limpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas em
2013 (Nivel 2)

Thais Jandre - Pomerode

Mengédo Honrosa na XV Olimpiada Regional de Mateméatica deaSzatarina (Nivel

1)

Medalha de Bronze na®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
em 2012 (Nivel 1)
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Tiago Madeira - Itajai

Medalha de Ouro na V Olimpiada Regional de Mateméatica deaSzatarina em 2002
(Nivel 1)

Mengédo Honrosa na XXIV Olimpiada Brasileira de Matematice2902 (Nivel 1)
Medalha de Bronze na VI Olimpiada Regional de Matematicaas¢aSCatarina em
2003 (Nivel 2)

Medalha de Bronze ng®limpiada de Maio em 2003 (Nivel 1)

Medalha de Ouro na VIl Olimpiada Regional de Matemética de@sS&atarina em
2004 (Nivel 2)

Mengédo Honrosa na VIII Olimpiada Regional de Matematica alet& Catarina em
2005 (Nivel 3)

Medalha de Bronze na 1Dlimpiada de Maio em 2005 (Nivel 2)

Mencdo Honrosa na IX Olimpiada Regional de Matemética déaS@atarina em
2006 (Nivel 3)

Medalha de Prata na X Olimpiada Regional de Matematica da €atarina em 2007
(Nivel 3)

Vitor Costa Fabris - Cricidma

Mencéo Honrosa na VI Olimpiada Regional de Matemética deaS@atarina em
2003 (Nivel 1)

Medalha de Ouro na VIl Olimpiada Regional de Matemética de@sS&atarina em
2004 (Nivel 1)

Mengédo Honrosa na XXVI Olimpiada Brasileira de Matematice2904 (Nivel 1)
Mengdo Honrosa na VIII Olimpiada Regional de Matematica alet& Catarina em
2005 (Nivel 2)

Medalha de Prata na IX Olimpiada Regional de Mateméatica déaS2atarina em
2006 (Nivel 2)

Vitor Probst Curtarelli - Timbé

Mencé&o Honrosa na®®limpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 1)

Medalha de Prata n& ®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 1)

Mencao Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Mateméatica deaS@atarina em
2011 (Nivel 2)

Medalha de Prata n& Dlimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2011 (Nivel 2)
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Medalha de Bronze na XV Olimpiada Regional de MateméticassieaSCatarina em
2012 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na®®limpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2012 (Nivel 2)
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Envio de Problemas e Solucdes

As secdes de problemas propostos e solugfes séo se¢Bescdmaontribua
propondo problemas ou enviando-nos suas solucdes de gualeblema proposto.
Os problemas ndo devem exigir, de preferéncia, conteddosatiematica de nivel
universitario. Porém, podem ter solucdes alternativasdesastes conteldos.

Envio de Artigos

Professores do ensino fundamental e médio, professongrsitarios, bem como
alunos de graduacao e pds-graduacgéo estdo convidadosaa s artigos para a
revista.

Artigos submetidos para publicacéo serdo analisados pehit& editorial. Os
artigos devem abordar os temas de forma clara e ndo eminemi&mécnica e nao
devem necessitar, como pré-requisitos, conhecimentogstiamatica de nivel univer-
sitario.

Nao ha exigéncia de um editor de texto em particular mas,@astor conheca e
utilize o BTEX, entdo o artigo devera ser preferencialmente submetiske fiermato.

Cadastramento

Diretores, coordenadores e professores de matematicaegegatkm que seus
alunos participem das olimpiadas (OBM e ORM) devem cadasiemescolasO ca-
dastramento para a OBM e ORM é feito somente no site da OBM (alm.org.br).
Escolas ja cadastradas em anos anteriores deverdo cordirrada novo ano a sua
inscricdo. Para o cadastramento sera necessario o codigeplala escola. Existe
um periodo para cadastramento ou confirmacao. Consulte des®BM. No site ndo
aparece a opgéo para cadastramento na ORM. As escolagaddagtara a OBM es-
tardo automaticamente cadastradas para a ORM. No cadastmdeve ser indicado
0 nome de apenas um dos seguintes coordenadores regias#id:ulz Rosas Pinho
ou Licio Hernanes Bezerra.

Alunos interessados em participar das olimpiadas devenitaph seus professo-
res de matematica que cadastrem a escola. Lembramos qirepiedhs de matema-
tica sdo feitas para os alunos, r&mdo uma competicdo entre escolas. Assim sendo,
espera-se que as escolas estimulem seus alunos a paHiqiperno minimo, apoiem
agueles alunos que assim o desejarem.
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Como adquirir a revista

Esta revista esta sendo distribuida gratuitamente a divescolas do estado de
Santa Catarina (um exemplar por escola). Escolas que néloenen a revista podem
solicitar o envio da mesma.

Além disso, a revista € enviada as universidades feder@s#idiras (um exemplar
por IES), por intermédio da Biblioteca Universitaria da UFS

Erramos

Na Revista A12, deve ser observada a seguinte alteracédo:

e Questao 2: As paredes de uma galeria de arte formam um polgjoples de
n lados (regular ou ndo, convexo ou ndo). Deseja-se obter @miminimo
de guardas para cuidar da galeria. Os guardas devem seadofoem locais
fixos e s6 podem mexer a cabeca para vigiar. Sabendo que aldogenal
para o numero minimo de guardas necessarios para vigigiagalen lados é

g(n) = [g} , que representa a maior parte inteiragd,ajé um exemplo:
. 6
(a) de um hexagono tal qu&6) = {5] =2,

(b) de um undecagono tal qyéll) = [1—31] =3.

e Questdo 3: Uma das questdesrdé Competicdo Matemética William Lowell
Putman - EUA (o primeiro lugar recel26000 dolares) pede para mostrar que

todo racional positivo pode ser escrito como um quocienfatdeais de primos
712!

~ . . 7
(n&o necessariamente distintos). Por exemiefto8 = IEBE
1D:O0!

. 17
(a) Escreva nessa forma os nimerbe 35
(b) Mostre que todo primo pode ser escrito desta forma.
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Entre em contato conosco para esclarecer suas dividas,gkstdes ou fazer
corregdes por:
—nosso site: www.orm.mtm.ufsc.br;
—telefone/Fax: (48) 37214595 (PET Matematica);
—e-mail: orm@pet.mtm.ufsc.br;
—endereco: PET Matematica
Departamento de Matematica - CFM
UFSC - Universidade Federal de Santa Catarina
Campus Universitario - Trindade
88040-900 — Floriandpolis/SC.
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