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Apresentacao

A Revista da Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina é o resultado
de um projeto de extensdo da UFSC e uma atividade de extensdo do Programa de Edu-
cacdo Tutorial (PET) Matematica (SESu/MEC) da UFSC, com a ativa participacio de
alunos bolsistas de extensdo do programa PROBOLSAS, da Pré-Reitoria de Exten-
sdo (PROEX) e de alunos voluntdrios. Participam ainda do projeto nove professores
do Departamento de Matematica da UFSC. O 12° nimero da Revista foi financiado
com recursos da Associacdo Instituto Nacional de Matemadtica Pura e Aplicada-IMPA,
como um auxilio financeiro para evento da OBM. A Revista € um projeto indepen-
dente de outro projeto de extensido da UFSC, a Olimpiada Regional de Matemdtica de
Santa Catarina (ORM) ligado ao projeto Programa Nacional de Olimpiadas de Ma-
temdtica / Olimpiada Brasileira de Matemdtica (MCTI/CNPq/MEC/CAPES/FNDE).

O principal objetivo da Revista € divulgar a ORM em todo o estado de Santa Cata-
rina através de sua distribuicdo gratuita a cerca de 1000 escolas publicas e particulares,
as Secretarias de Educac@o de todos os municipios do estado e a todas as Geréncias
de Educacdo do estado. Além disso, a Revista é enviada a cerca de 60 IES publicas
através do programa de divulgacdo da Biblioteca Universitdria da UFSC.

A Revista, a partir deste nimero, passard a divulgar ainda a Olimpiada Regional
Mirim de Matemdtica (ORMM), outro projeto de extensdao da UFSC e também uma
atividade de extensdo do PET Matematica, que estd direcionada para os alunos do 5°
ano do ensino fundamental de algumas escolas de Florianépolis.

Como sempre, encorajamos todos os leitores a enviar problemas para a secdo
“Problemas propostos” e solucdes dos problemas daquela se¢do propostos em nime-
ros anteriores. Artigos serdo bem recebidos e publicados desde que sejam aprovados
pelo Comité Editorial da Revista.

Floriandpolis, 29 de novembro de 2014.

José Luiz Rosas Pinho
Tutor do PET Matematica da UFSC

Coordenador da Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina
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XVI ORM em Nudmeros 11

XVI ORM em Nuameros

Na primeira fase da XVI Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina
participaram 7.823 alunos de ensino fundamental e médio, oriundos de 181 escolas
publicas e particulares de 60 municipios do estado. Deste total, foram classificados
802 alunos para a segunda fase, dos quais 408 compareceram para realizar a prova,
cujas distribui¢des por niveis e anos sdo mostradas abaixo.

Total de alunos participantes da segunda fase, separados por niveis

Nivel 1: 133
Nivel 2: 143
Nivel 3: 135

Nivel 1

6° Ano: 69
69 Ano 7° Ano: 64
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12

XVI ORM (2013)

Nivel 2
o o 8°Ano: 61
8%Ano 92AN0 | go Ano: 82

Nivel 3
1°Ano: 32
2° Ano: 50
3°Ano: 53
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Premiados

A Cerimoénia de Premiacdo da XVI Olimpiada Regional de Matemética de Santa
Catarina ocorreu no dia 30 de novembro de 2013, no Centro de Cultura e Eventos
da Universidade Federal de Santa Catarina e contou com a presenca das seguintes
autoridades: Maristela Helena Zimmer Bortolini, Pré-Reitora Adjunta de Extensdo
(PROEX), representando a Reitora Roselane Neckel, Silvia Martini de Holanda Ja-
nesch, Coordenadora do Curso de Matematica, Licio Hernanes Bezerra, Vice-Diretor
do Centro de Ciéncias Fisicas e Matematicas, Carmem Suzane Comitre Gimenez e
José Luiz Rosas Pinho, professores do Departamento de Matemadtica responsaveis
pela olimpfada.

Na cerimoénia, foram premiados 41 estudantes (o que corresponde, aproximada-
mente, a 10% dos alunos que participaram da segunda fase): 4 com medalhas de ouro,
3 com medalhas de prata, 7 com medalhas de bronze e 27 com meng¢des honrosas.

Prémio William Glenn Whitley'

e Matheus Marcucci (Florian6polis)
Nivel 1
Ouro

e Matheus Klement Sebben (Maravilha)

e Matheus Marcucci (Florian6polis)
Prata

e Ana Luiza Coelho Demetrio (Florian6polis
Bronze

e Alexandra Luiza Satoretto Matte (Floriandpolis)

e Nicolle de Oliveira Schmitt (Floriandpolis)

10 prémio é destinado ao aluno com a maior pontuagio na Olimpiada Regional de Matematica de Santa
Catarina. Esta ¢ uma homenagem ao professor William Glenn Whitley (ver revistada ORM n° 4) e comecou
a ser entregue no ano de 2006.
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e Pedro Luan Polignano Motta Dias (Florianpolis)

e Raquel Zoz Bieger (Floriané6polis)
Mencao Honrosa

e Artur Lucio dos Santos (Joinville)

e Caio Fabio Furquim Werneck Leite (Florian6polis)

e Carolina Nau Franca Vale (Florian6polis)
e Felipe Jeremias Durdo (Florianépolis)
e Jodo Gabriel Telles Miranda (Maravilha)

e Julia Cavaler Vitali (Criciima)

e Lucas Eduardo Schlenert de Oliveira (Joinville)

e Maria Vitéria de Lima Dutra (Florianépolis)
e Mariane Snheszak (Porto Unido)

e Milena Michailoff Comarella(Florianépolis)

Nivel 2

Ouro
e Eduardo Lennert Rammé (Joinville)

Prata

e Rafael Della Giustina Basilone Leite (Floriandpolis)

Bronze

e Gabriel Pereira do Nascimento (Floriandpolis)

e Pedro Oliveira Gonzaga (Florianépolis)

Mencao Honrosa
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e Anisio de Souza Neto (Itajaf)

e Daniel Gustavo Schlindwein da Silva (Itajaf)
e Eduardo Kopik (Florianépolis)

e Isabela Warmling Bezerra (Palhoga)

e [eticia Weiller (Porto Uniao)

e Lucas Trindade Betega (Floriandpolis)

e Mateus Israel Silva (Floriandpolis)

e Matheus Monteiro Shoji (Joinville)

Nivel 3

Ouro

e Fernando Luiz Alves Lapa (Joinville)
Prata

e Jodo Marcos Carnieletto Nicolodi (Florian6polis)
Bronze

e Gabriella Maria Radke Chaves (Joinville)
Mencao Honrosa

e Airton José Schmitt Junior (Florianépolis)

e Amadeo Zimermann (Florian6polis)

Antonio Jerdnimo Botelho (Tubario)

Cristine Buettgen (Blumenau)

Davi Gustavo Lisboa Girardi (Florianépolis)

Mateus Spezia (Itajai)
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e Mikhail Zimmer Heidrich (Lages)
e Murilo Martini (Blumenau)

e Nicolly Longo (Joinville)
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Escolas Participantes

Associacdo Educacional Luterana - Bom Jesus (Joinville); Centro de Educagdo
Nossa Senhora da Conceigdo (Ingleses do Rio Vermelho); Centro de Educacédo Oficina
dos Sonhos (Joinville); Centro Educacional Barreiros (Barreiros): Centro Educacio-
nal Caminho do Saber (Rio Negrinho); Centro Educacional Céu Azul (Porto Unifo);
Centro Educacional Conexdo (Joinville); Centro Educacional Criativo (Florian6po-
lis); Centro Educacional Estimoarte (Florianépolis); Centro Educacional Fraiburgo
(Fraiburgo); Centro Educacional Machado de Assis (Joinville); Centro Educacional
Menino Jesus (Florianépolis); Centro Educacional Paraiso Infantil (Florian6polis);
Centro Educacional Pedro dos Santos Rio do Sul; Centro Educacional Promissor
(Palhoga); Centro Educacional Roberto Machado (Rio do Sul); Centro Educacional
Roda Pido (Palhoca); Centro Educacional Sistema Unificado (Itajaf); Centro Edu-
cacional Universo (Floriandpolis); Cetisa (Timbd); Colégio Agricola de Camborid
(Camboriu); Colégio Antonio Peixoto (Florianépolis); Colégio Auxiliadora (Campos
Novos); Colégio Bom Jesus Coracdo de Jesus (Florian6polis); Colégio Bom Jesus Di-
vina Providéncia (Jaragud do Sul); CColégio Bom Jesus Santo Antdnio (Blumenau);
Colégio Catarinense (Floriandpolis); Colégio Carlos Drumond de Andrade (Frai-
burgo); Colégio Cenecista José Elias Moreira (Joinville); Colégio Cenecista Marcos
Olsen (Cacador); Colégio Cenecista Pedro Antonio Fayal (Itajai); Colégio Cenecista
Sdo José (Rio Negrinho); Colégio Conhecer (Balnedrio Camborit); Colégio Cristo
Rei (Igara); Colégio da Lagoa (Floriandpolis); Colégio de Aplicacdo da UNESC (Cri-
ciima); Colégio de Aplicacdo da Univali (Itajaf); Colégio de Aplicacdo UFSC (Flo-
riandpolis); Colégio Dehon (Tubaro); Colégio Dom Bosco (Rio do Sul); Colégio
Dom Jaime Camara (Sao José); Colégio dos Santos Anjos (Joinville); Colégio Educar
(Biguacu); Colégio Elisa Andreoli (Floriandpolis); Colégio Energia (Florian6polis);
Colégio Evolucgio (Sdo Ludgero); Colégio Geracdo (Florandpolis); Colégio Global
(Sao Bento do Sul); Colégio Incentivo (Biguagu); Colégio Jardim Anchieta (Floria-

népolis); Colégio Luterano Santissima Trindade (Catanduvas); Colégio Madre Fran-
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18 XVI ORM (2013)

cisca Lampel (Gaspar); Colégio Marista (Criciima); Colégio Maximiliano Gaidzinski
(Cocal do Sul); Colégio Mons Agenor Neves Marques (Urussanga); Colégio Nova
Era (Joinville); Colégio Nossa Senhora de Fatima (Floriandpolis); Colégio Reino
Azul (Sao José); Colégio Rogacionista Pio XII (Criciima); Colégio Sagrada Fami-
lia (Blumenau); Colégio Sagrada Familia (Forquilhinha); Colégio Sagrada Familia
(Itapiranga); Colégio Salesiano Itajai (Itajai); Colégio Santa Rosa de Lima (Lages);
Colégio Santissima Trindade (Joagaba); Colégio Santo Antonio (Joinville); Colégio
Sdo José (Porto Unido); Colégio Sdo José (Tubardo); Colégio Sdo Luiz (Brusque);
Colégio Sinodal Doutor Blumenau (Pomerode); Colégio Sinodal Ruy Barbosa (Rio do
Sul); Colégio Santa Catarina (Floriandpolis); Colégio Stella Maris (Laguna); Colégio
Superagdo (Videira); Colégio Superativo (Joagaba); Colégio Tendéncia (Florianépo-
lis); Colégio Tradig¢do (Florianépolis); Colégio Tupy (Joinville); Colégio Universi-
tario(Gaspar); Colégio Univille (Joinville); Colégio Villa Olimpia (Florianépolis);
Colégio Visdo (Sao José); Cooperativa Educacional de Imbituba (Imbituba); Curso
e Colégio Perfil (Garapaba); EB Aricomedes da Silva (Florian6polis); EBM Alto Rio
da Anta (Santa Terezinha); EBM Almirante Tamandaré (Blumenau); EEB Altamiro
Guimaries (Antdnio Carlos); EBM Bairro Bortolotto (Nova Veneza); EBM Dr. Fran-
klin de Oliveira (Sao Francisco do Sul); EBM José Maria (Abelardo Luz); EBM Ju-
venil da Cunha Colares (Sombrio); EBM Luiz Candido da Luz (Florian6polis); EBM
Luiz Francisco Vieira (Itapema); EBM Martinho Stein (Timbd); EBM Oswaldo dos
Reis (Itapema); EBM Professor Ernesto Sirino (Abelardo Luz) EBM Professor Hildo
Goulart (Abelardo Luz); EBM Professora Hella Altenburg (Blumenau); EB Pedro
Paulo Rebello (Itajaf); EB Tempo Feliz (Canoinhas); Educandéirio Imaculada Concei-
¢do (Florian6polis); Escola Educacional Técnica (Criciima); EEB André de Souza
(Imbituba); EEB Bela Vista (Sdo José); EEB Bertoldo Zimmermann (Tubaro); EEB
Conselheiro Mafra (Joinville); EEB Coronel Pedro Christiano Feddersen (Blumenau);
EEB Conselheiro Manoel Philippi (Aguas Mornas); EEB Domingos Barbosa Cabral
(Laguna); EEB Francisco Tolentino (Sao José); EEB Ignacio Stakowski (Icara); EEB
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Irma Edviges (Criciima); EEB Jodo Frassetto (Criciima); EEB José Bonifacio (Po-
merode); EEB José Botega (Tubardo); EEB Manoel Estevao Furtado (Papanduva);
EEB Natalio Vassoler (Forquilinha); EEB Padre Vendelino Seidel (Ipord do Oeste);
EEB Presidente Médici (Joinville); EEB Professor Curt Brandes (Pomerode); EEB
Professor Tomé Machado Vieira (Tubardo); EEB Professora Emerita Duarte e Souza
(Biguacu); EEB Professora Maria da Gloria Silva (Icara); EEB Professora Marta Ta-
vares (Rio Negrinho); EBM Professora Noemi Viera de Schroeder (Pomerode); EEB
Professora Otilia da Sllva Berti (Ararangud); EEB Sdo Bento (Sao Bento do Sul);
EEB Sio Jodo Batista de La Salle (Concérdia); EEB Solon Rosa (Curitibanos); EEB
Werner Knabben (Brago do Norte); EEB Willy Hering (Rio do Sul); EEF Jodo Café
Filho (Anchieta); EEF Luiz Ledra (Rio do Sul); EEF Padre Reinaldo Stein (Anchi-
eta); EEF Orides Rovani (Ipumirim); EEF Tancredo de Almeida Neves (Garuva); EEF
Thomaz Padilha (Cacador); EMEEB Henrique Jdlio Berger (Cacador); EMEF Anna
Towe Nagel (Jaragud do Sul); EMEF Educar (Itapema); EMEF Prefeito Francisco
Victor Alves (Itapema); ER Maria Linhares de Souza (Itapema); Escola Bardo do
Rio Branco (Blumenau); Escola de Educacdo Basica da Unidavi (Rio do Sul); Escola
Municipal de Ensino Fundamental Frei Valentim (Itapod); Escola Municipal Gover-
nador Pedro Ivo Campos (Joinville); Escola Municipal Irma Filomena Rabelo (Treze
Tilias); Escola Municipal Joaquim Vicente de Oliveira (Itapema); Escola Municipal
Professora Karin Barkemeyer (Joinville); Escola Municipal Viver e Conhecer (Capin-
zal); Escola Técnica do Vale do Itajai (Blumenau); Escola Autonomia (Florian6po-
lis); Escola A Nova Dimensdo (Floriandpolis); Escola da Ilha (Florianépolis); Escola
Dinamica (Florian6polis); Escola Sarapiqué (Florianépolis); ETC de Tubardo (Tuba-
rdo); Exathum Curso e Colégio (Joinville); Instituto Educacional Madre Elisa Savoldi
(Sombrio); Instituto Federal de Educacdo de Santa Catarina (Floriandpolis); Instituto
Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia Catarinense (Concordia); Instituto Fede-
ral de Educacido, Ciéncia e Tecnologia Catarinense (Joinville); Instituto Federal de

Educacdo, Ciéncia e Tecnologia Catarinense (Videira); Instituto Maria Auxiliadora
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(Rio do Sul); Kumon Joagaba (Joagaba); Kumon Cricitima - Joaquim Nabuco (Cri-
ciima); Kumon Florianépolis (Florianépolis); Senai (Jaragua do Sul); Senai (Join-
ville); Senai (Lages); Senai (Sao José); Senai (Sdo Miguel D’Oeste); Senai (Tijucas);
Sociedade Eucacional Posiville (Joinville); Sociedade Educacional Verdes Mares (Ita-
jai); Sociedade Educacional de Palhoca - FATENP (Palhoga).
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Provas e Gabaritos
Prova Nivel 1

1. Na Figura 1 abaixo, hd 5 tridngulos: 4 menores e um maior. Determine:
(a) Quantos tridngulos de mesma drea do maior tridngulo da Figura 1 existem
na Figura 2;
(b) Quantos tridngulos de todos os tamanhos hd na Figura 2.

Figura 1 Figura 2

2. No planeta Netiipiter, cada ano possui cinco meses: uneiro, dueiro, trieiro, qua-
treiro e cinqueiro. Cada més possui 41 dias e cada semana possui 11 dias. Se
hoje € dia 12 de uneiro, qual o préoximo més em que o dia 12 caird no mesmo
dia da semana de hoje?

3. Encontre um nimero primo de trés algarismos abc (a, b e ¢ sdo algarismos e ndo
precisam ser diferentes entre si) de modo que a, b e ¢ sejam nimeros primos e
que os nimeros de dois algarismos ab e bc também sejam niimeros primos.

4. Completar o quadrado abaixo com ndmeros inteiros positivos de maneira que
o resultado da multiplicacdo dos nimeros de cada linha, coluna e diagonal do
quadrado seja 0 mesmo.

15
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5. Todo casal de passaros da espécie bong tem sua primeira ninhada, que é formada
por dois casais de bongs, no terceiro més de idade. Depois da primeira ninhada,
cada casal gera dois casais de bongs a cada més. Sabendo que, no més de
janeiro, Jodozinho possuia um casal de bongs com dois meses de idade, quantos
casais de bongs Jodozinho terd no final de julho?

Revista da ORM/SC n° 12, 2015
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Prova Nivel 2

1. Na figura abai&/l = 45°, BC' = BD, e os segmentos CM e DN sdo per-
pendiculares a AB. Mostre que AM = BN.

45°

2. Um trem encontra a linha bloqueada por um acidente, uma hora apds sua par-
tida, o que o detém por meia hora. Depois disso, ele parte viajando a trés quartos
da velocidade anterior e chega ao seu destino com trés horas e meia de atraso.
Se o acidente tivesse ocorrido 90km mais adiante, o atraso seria de apenas trés
horas. Qual é o comprimento do trajeto que o trem percorre?

3. Jodozinho escreve o algarismo 1 em um papel, joga um dado e, segundo o ni-
mero do dado, escreve a mesma quantidade de zeros ap6s o algarismo 1 j4 es-
crito. Em seguida, escreve outro 1, joga novamente o dado e novamente escreve
o ndmero de zeros. Por fim, escreve outro 1. Por exemplo, se o resultado das
jogadas € 2 e 5, entdo o numero escrito ¢ 1001000001. Mostre que a soma de
todos os possiveis nimeros obtidos dessa forma é multipla de 36.

4. Pedrinho possui muitas bolinhas de diversas cores. Pedrinho deve montar gru-
pos com tré€s bolinhas de acordo com as seguintes regras:
(7) Ha pelo menos um grupo e, em todo grupo, as trés bolinhas tém cores dife-
rentes.

(#i) Para qualquer cor de bolinha presente em algum grupo, existe um outro
grupo que nio contém bolinhas dessa cor.

Revista da ORM/SC n° 12, 2015
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XVI ORM (2013)

(7i1) Para cada duas cores de bolinhas dentre todas as cores utilizadas nos gru-
pos, existe um tnico grupo que contém bolinhas dessas duas cores.

Qual é o nimero minimo de cores necessario para Pedrinho montar os grupos?

. Determine o nimero de conjuntos nio vazios A satisfazendo:

(i) A é subconjunto de {1,2,3,...,2013};
(1) sen € Ae2n < 2013, entdo 2n € A;

£ =N
(791) se n € A en é par, entdo 5 € A.
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Prova Nivel 3

1. Jodozinho escreve o algarismo 1 em um papel, joga um dado e, segundo o nu-
mero do dado, escreve a mesma quantidade de zeros apds o algarismo 1 j4 es-
crito. Em seguida, escreve outro 1, joga novamente o dado e novamente escreve
o numero de zeros. Por fim, escreve outro 1. Por exemplo, se o resultado das
jogadas é 2 e 5, entdo o nimero escrito € 1001000001. Mostre que a soma de
todos os possiveis nimeros obtidos dessa forma € multipla de 36.

2. Seja ABCD um trapézio retangulo com C = D = 90°. A circunferéncia com
centro no ponto médio M de AB e passando por A intersecta C'D nos pontos
e P, conforme figura abaixo. Mostre que a soma das dreas dos tridngulos ABQ
e ABP ¢ igual a drea do trapézio ABCD.

D. Q P C

3. Em um periodo de 12 horas, quantas vezes podemos inverter as posi¢des dos
ponteiros das horas e dos minutos de um relégio de modo que a nova configura-
¢do represente uma hora consistente? Por exemplo, na hora 2:30, ndo podemos
inverter a posi¢do dos ponteiros, pois ao colocar o ponteiro das horas no 6, ne-
cessariamente o ponteiro dos minutos deveria estar no 12, e ndo entre 2 e 3.
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1 1
4. Seja f : R} — R uma fungdo que satisfaz f (1 + ) =1+ ——, para
n

f(n)

qualquern € R} = {z € R | = > 0}.

1+v5) 1+V56
2 2

a) Mostre que f (

b) Considere a sequéncia de Fibonacci: F} =1, F, =2¢ Fj,10 = F11 + F,
paran > 1.

Mostre que se f(1) =2, entdo (fo fo---0 f)(1) =
—_——

n vezZes

. Mostre que, para todon > 2,

2013

2013"
20132013 —1
-
n vezes

¢ multiplo de 7.
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Gabarito Nivel 1

1. (a) HA 7 tridngulos de mesma drea do maior tridngulo da fig. 1

(b) "Tamanho 1"(tridngulos menores da fig. 1) : 16
"Tamanho 2": 7 (acima)
"Tamanho 3": 3

"Tamanho 4": 1

A AUA

No total sdo 27 tridngulos de todos os tamanhos.

2. Como cada més possui 41=33+8 dias, ou seja 3 semanas mais 8 dias, se no
dia 12 de uneiro for um certo dia da semana, o dia 12 de dueiro serd aquele
dia da semana mais 8 (Ex.: se A, B, C, D, E, F, G, H, 1, J e K forem os dias
da semana, e se 12 de uneiro for o dia C, entdo 12 de dueiro caird no dia K
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da semana). Assim, para que o dia 12 caia no mesmo dia da semana de 12 de
uneiro € necessdrio que passe uma quantidade de dias (ou de meses) de modo
que a soma dos "restos"8 seja igual a um multiplo de 11, ou seja, apds 11 meses.
Portanto, em dueiro (passados dois anos e um més) o dia 12 caird no mesmo dia
da semana que o dia 12 de uneiro (data "atual").

Outra solugdo: Para que o dia 12 caia novamente no mesmo dia da semana de
12 de uneiro € necessario que passe uma quantidade de dias que seja multipla
de 11 e de 41, ou seja, que passem de inicio, 41 x 11 dias. Mas isso ocorrera
apos se passarem 11 meses, ou seja, apds 2 anos e um més, em 12 de dueiro.

. Como a, b e ¢ devem ser primos, entdo eles s6 podem ser 2, 3, 5 e 7. Como ab

e bc s@o primos, entdo b e ¢ ndo podem ser 2 ou 5. Portanto abc deve ser do tipo
a33, a37, a73 ou a77. Como 33 e 77 ndo sdo primos, entdo abc é da forma a37
ou a73.

Agora, a ndo pode ser 2 nem 5 pois, caso contrario, abc seria miltiplo de 3 (ja
que2+3+7=12e5+3+7 = 15). Entdoa = 3oua = 7. Como ab é primo,
abc ndo pode ser 337 nem 773. Restam entdo as seguintes possibilidades para
abc: 373 e 737. O ndimero 737 é multiplo de 11 (737 = 11 - 67). O ntimero 373
€ primo (basta testar os divisores primos até 19).

Resposta: 373.

. Ha uma solugdo trivial, repetindo-se os nimeros: colocar 15 em todas as casas.

Sem repetir os nimeros, suponhamos que coloquemos 1 em uma casa lateral
(que ndo estd no canto) e completamos a linha (ou coluna) com 152. Entdo o
produto serd igual a 1 x 15 x 152 = 33 .53, Mas entdo, na coluna (ou linha) em
que aparece 225 = 152, devemos ter 3 em uma casa e 5 na outra:

1 16 225
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Agora é facil completar as outras casas:

45 25 3

1 15 225

75 9 5

5. Vamos colocar os resultados em uma tabela:

= — ™ o
2 ] w - fue] ] =
© -
~ -
@ -
@ - w
= - o~ o
- - « w w
o
w | - ~ N NI
&
a0’ e
- o~ o~ o~ o oo
4| 0ad
| wel| evee
= o o~ &~ o R S LR
J | TEA TAES
g
]
25
28
838
8a/2 o o e
=788 s 3 5 E 8| £ £
g
én = [ = = = -
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Resposta: No final de julho Jodozinho terd 37 casais de bongs.
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Gabarito Nivel 2
1. Seja BP L CD,comPem CD.

Como o ABC’I? é isoscqles, entdo BP ¢ a bissetriz do angulo CBD do trian-
gulo. Sejam CBP = DBP = «

Além disso, como A= 45°, ABP = 45°.

45°

Entio ABC = ABP —a = 45° —ae ABD = ABP + a = 45° + a.

Assim, os angulos MBC e NED, respectivamente dos AMBC e ANBD
(retangulos), satisfazem:

MBC + NBD = ABC + ABD = 45° — o + 45° 4+ o = 90°.

Logo, os dois tridingulos sio congruentes, pois suas hipotenusas BC e BD sdo
congruentes. Portanto, MC' = NB. Mas MC = AM, logo AM = NB.

2. Sejam V a velocidade normal do trem, x a distincia que o trem devera percorrer

apods a parada, e H a quantidade de horas que seriam transcorridas para o trem
percorrer a distancia x com a velocidade V. Entdo,

X
V=2
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. . . 3
Como o trem, ao percorrer a distancia x com uma velocidade de —V/, se atrasa
3 horas e meia, entdo com esta velocidade ele faz o percurso x em H + 3 horas

1
(durante 3 hora ficou parad0>. Assim:
3

1 " H13

De (1) e (2), obtemos:

3 T
1T H+3:>4H—3H+9:>H 9horas.

Assim, o trem percorrerd a distancia de x km em 9 + 3 = 12 horas. Portanto,

fV ,ou, V =—
4 12 9
Agora, se o acidente tivesse ocorrido 90km mais adiante, entdo o trem percor-

. 3 A
rerd, a velocidade fV uma distancia £ — 90km em H — % + 2+ % horas =

11,5 — = horas Portanto

3 — 90

V= T =3 11,5V —270 =4 (2 —90) = 3-11,5- = =
1 1,5-% 9

4r — 90 = x = 540km.

540
Entdo, a velocidade V serd dada por: V = e = 60km/h.
Na primeira hora o trem percorre a distancia 60 - 1 = 60km.

Assim, a distancia total serd 60 + 540 = 600km.

. Como os dados sdo jogados duas vezes havera 36 possiveis nimeros. Todos eles

tém o algarismo 1 na casa das unidades. Na soma dos 36 ndimeros, esses algaris-
mos resultardo em um resultado parcial igual a 36. O segundo algarismo 1 (do
meio), aparecerd seis vezes na casa das centenas(devido as seis possibilidades
de nimero da primeira jogada do dado), mais seis vezes na casa do milhar, etc.
Portanto, haverd uma parcela que serd igual a:
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6 - (100 4 1000 + ... + 10000000) = 66666600.

O primeiro algarismo poderd aparecer na casa da dezena de milhar, ou na casa
da centena de milhar, etc. Ao todo, obtemos a seguinte soma das parcelas:

1111110000 4 11111100000 +- ... + 111111000000000 = 123456543210000.
Portanto, a soma dos 36 possiveis nimeros serd igual a :
36 4 66666600 + 123456543210000.

A primeira parcela € 36, a segunda e a terceira sdo multiplas de 4 e 9, e portanto
de 36.

4. Sejam A,B,C,D,... as possiveis cores distintas. Como por (4) existe um grupo,
digamos que seja formado pelas cores (A,B,C). Por (i), deve existir um outro
grupo com bolinhas de cores todas distintas de A e portanto, deve existir um
grupo com uma quarta cor, por exemplo, a cor D. Por (i), para as cores D e
A deve existir um grupo em que a terceira cor nao é B nem C. O mesmo ocorre
comascoresDeBeascoresDeC.

O esquema é o seguinte :

Cor 2

(A, B, C)

<— X, Y¥eZsdocoresdistintasde A, B, CeD.

Portanto, no minimo, necessitamos de 7 cores para montar os grupos. Serd
possivel montar esses grupos, satisfazendo (4), (i¢) e (i4¢)com exatamente 7
cores?
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Vejamos os grupos possiveis (com as cores A,B,C,D.E,F e G):
(A,B,0), (A,D,E), (A,FG), (B,D,F), (C,E,F), (B.E,G) e (C,D,G).

Portanto, o nimero minimo de cores € 7 e com essas cores € possivel montar 7
grupos.

. Da propriedade (ii7) vemos que todo conjunto A deverd conter algum niimero

impar.
O conjunto que contenha apenas o niimero 1 devera ser:

{1,2,22,...,210},

O conjunto que contém apenas o impar 3 é:

{3.6,12, .. 1.

. 3.29
~—
1536

O conjunto que contém apenas os impares 1 e 3 é:

{1,2,...,219,3,3.2,...,6,12, ..., 3.2°}.
~—
1536

Seja n um ndmero de um conjunto A qualquer. Entdo n = k.2"*, com k impar.
Assim, para contarmos todos os conjuntos A ndo vazios satisfazendo (i), (i7)
e (4i1) basta contar todos os subconjuntos formados a partir do conjunto de
fmpares B = {1, 3,5, ..., 2013}.

Ora, o nimero de subconjuntos de B € 2'%07 (pois de 1 a 2013 hd 223=1 1 =
1006 + 1 = 1007 niimeros fmpares), incluindo o vazio.

Portanto o nimero pedido é igual a 21907 — 1 (ndo incluimos o conjunto vazio).
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Gabarito Nivel 3

1. Como os dados sdo jogados duas vezes haverd 36 possiveis nimeros. Todos
eles tém o algarismo 1 na casa das unidades. Na soma dos 36 nimeros esses
algarismos resultardo em um resultado parcial igual a 36.

O segundo algarismo 1 (do meio) aparecera seis vezes na casa das centenas (de-
vido as seis possibilidades de nimero da primeira jogada do dado), mais seis
vezes na casa do milhar etc.

Portanto haverd uma parcela que serd igual a:

6 - (100 4 1000 + . .. 4+ 10000000) = 66666600.

O primeiro algarismo podera aparecer na casa da dezena de milhar, ou na casa
da centena de milhar etc. Ao todo, obtemos a seguinte soma das parcelas:

11111100004111111 00000 4. ..+111111 000000000 = 123456543210000.
~—~— ——— —_——
4 5 9

Portanto, a soma dos 36 possiveis nimeros serd igual a:
36 + 66666600 + 123456543210000.

A primeira parcela é 36, a segunda e a terceira sdo multiplas de 4 e de 9, e
portanto de 36.

2. Solucao 1:

Seja MN L. CD com N em CD.

Como M@ = MP entdo o AMQP é iséceles e N é ponto médio de QP.
Mas, como M é ponto médio de AB, entdo N é ponto médio de C'D. Logo
DQ = PC.
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Tomemos agora o simétrico da figura acima em relacio ao ponto M.

Note que, de PC = DQ teremos P'C’ = D(Q. Analogamente Q’'D’ = PC.
Segue-se que P'Q)//PQ'//C'D.

P'Q-DQ, P'Q-CQ _

Assim, Apapo+ApaBp = ApaBo+AnaBp =

2 2
P’ AD + BC
2Q (DR +CQ) = — CD = Aapcp.
Solugao 2:

Seja MN L CD com N em CD.
De M@ = MP temos QN = PN e portanto DQ = PC. Seja Aapny =
Apgnm = A.

AraBO AnaBp
A —
—F ¢ AaBPM = —5 -

A A =
gora, AnAQM 9 9

Além disso,

Apaom + A =Asmnp — Arapg
Aappm + A= Aypen — Aasep.
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Somando,

Apaom +Anppy +2A = (Aamnp + AvBon) —Aaapg — Aapeop, Ou

AaBcD

24a20m +2AaBPM +4A =2A4BcD —2AAaDQ — 2AABCP, OU

AAABQ 4+ Apapp + PQ - MN = 2Aapcp — AD - DQ — BC - PC =
2A — PC(AD + B(C).
ABCD (AD + BC)
IMN
Assim,
ApaBo+Anapp = 2Aapcp—(PQ +2PC)-MN = 2Aapcp—Aapcp =
———

cD
AaBep.

3. Seja H € [0,12). Se um hordrio é representado por H (usaremos representagio
decimal; p. ex., 2h 15min serd 2,25), entdo o ponteiro das horas estd na posi¢do
(medida em graus e no sentido horario) h = 30H e o dos minutos na posi¢ao
m = 360(H — | H]) em que |n| representa a parte inteira de n . Para que a
inversdo dos ponteiros dé origem a uma nova hora, deve existir H' € [0, 12) tal
que:

W=30-H=m

m'=360(H'—|H']) = h.
Assim, devemos ter

H'=12(H — |H|)
{ H=12(H—|H’)).

Montando uma tnica equagdo para H:

H=12(12(H - |H]) - |12(H — [H])]) - (*)
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Isso nos diz que podemos inverter os ponteiros em uma hora H se, e somente se
H satisfaz (x).

Resta encontrar o ndmero de solugdes de (x), com 0 < H < 12. Escreva
k/ kl/

H:k—ﬁ—ﬁ—l—m,comk,k’ eNeO <k K, Kk <12

Note que todo H se escreve de maneira tinica na forma acima.

Claramente:

\H| =k
k/ k//
H=H] =35+

12(H — |H)) :k’+% e [12(H — |H))| =K.

Com isso, (x) é equivalente a:

12 7144 12
Ko 143K

5= 1 )

’ 7 "
PR (k/ﬁ—/«)

=k+

Escolhidos & e k', existe Unico k" que torna (x*) verdadeira. Como existem
144 possibilidades de escolha para k e k', entdo hd 144 horas que satisfazem
(*). Porém, quando k = k' = 11, devemos ter k" = 12, o que nfo é permitido.
Para quaisquer outros valores de k e k', obtemos k" < 12. Com isso, hd 143
solugdes em [0, 12) e 144 em [0, 12].

1 5 2 1 5
4. a) Comecemos por observar que V5 = , € portanto + V5 —1=
2 V5 —1 2
VE-1 1
2 1+5
2
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Assim, se o = ! +2\/5, teremos 1 + é = «. Entdo f(a) = f(1 + é) =
1+ ﬁ. Dai:
(F@)? — f(@) = 1= 0= f(a) = “2¥5.
Como f(a) € R, entdo f(a) = ~ +2\/5 —a
b) Note que f(1) =2 = %

Podemos observar que:

(onm=re=1(2)=1("5") =1(1+5)
3
;

1 1 1
My T tim T e T

Fn+1 P

Por indugéo, supomos que (fo fo...o f)(1) = ¢ verdadeiro até n,
~—_——

n
entdo paran + 1:

Fofoofm=f(ofo. onm=r(5)—(H0=)

n+1 n
F7—1 1 1
f<1+ ; >=1+:1+ _
F, f( F> (Fofo..-of))
—_— —
Fn—l n
1+ 1 :Fn+1+Fn:Fn+2
Fn+1 Fn+1 Fn+1'
F,
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5. Note que de 2013 = 7 - 287 4 4 temos:

2013F = (7-287 + 4)F = TM + 4*.

2013
Por outro lado, o expoente 2013" pode ser escrito, de 2013 = 6 - 335 + 3,
como 2013! = (6-335+3)! = 6L+3! = 6L+3'—3+3 = 6L+3(3' "1 -1)+3 =
6L+ 6N +3=6L"+ 3.

.2013 2013
Portanto, 20132013 = TM 442013 = TM 445843 = 70461 .43,
Como 41" = 6428 = (63+1)2F = (7-9+1)%F = Tk +1, entdo 451" - 43 =
(TK +1)-4% = 7X + 43, Entdo:

2013
20132013 = TM 47X 443 =7(M + X) 443 =
T(M+X)+63+1=7Y +1.

2013

Logo, 20132013 — 1 é multiplo de 7.

Observacdo: Em linguagem modular tudo o que foi escrito acima, pode ser es-
crito como:

2013 2013

20132018 =42013"  (modT).

2013 2013 2013
Como 2013" = 3(mod6), entdo 20132013 = 42013
1(modT).

I

N
w

I
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IIT ORMM em Nameros

Na IIT Olimpiada Regional Mirim de Matematica participaram 222 alunos do
quinto ano do ensino fundamental, oriundos de duas escolas particulares (Educandario
Imaculada Conceigéo e Escola Dindmica) e uma escola ptblica (Colégio de Aplicacdo
UFSC) de Florianépolis.

Na cerimdnia, foram premiados 24 estudantes: 1 medalha de ouro, 5 com meda-
lhas de prata, 6 com medalhas de bronze e 9 com mengdes honrosas.

Ouro
e Isabela Klein Paludo (Educandério Imaculada Concei¢do)
Prata

e Ana Claudia Zezulka Machada (Colégio de Aplicacdo UFSC)

Catarina Rocha Herrera (Colégio de Aplicagao UFSC)

Flavia Aiko Miura (Educandario Imaculada Conceigdo)

e Gabriel Da Silva Homem (Colégio de Aplicacdo UFSC)

e Jodo Marcos Mogo Giraldi (Educandario Imaculada Concei¢éo)
Bronze

e Helena Callado Ferreira (Educandério Imaculada Conceicdo)

e Henrique Leal De Souza Martins (Colégio de Aplicagdo)

e Lucas Bossi Savi (Educandério Imaculada Conceigdo)

e Sarah Narcisa De Moraes Carvalho (Colégio de Aplicagdo UFSC)

Sophia Pieckocz De Aguiar (Colégio de Aplicacdo UFSC)

Yuri Paz (Escola Dinamica)
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Mencao Honrosa

Beatriz Mager Pereira (Escola Dindmica)

Bernardo Carmisini Ferreira (Colégio de Aplicacdo UFSC)

Jorge Luiz De Gouveia Yared (Educandario Imaculada Conceigdo)

Leticia Bernardo Silvano (Educandario Imaculada Conceigdo)

Luana Prim Ferreira (Educandério Imaculada Conceigao)

Marco Antonio Maciel Pinheiro (Escola Dindmica)

Santiago Cardoso (Escola Dinamica)

Sol Majoral Catela (Colégio de Aplicacao UFSC)

Tamayo Zanfoflin Pires De Almeida Motta Dias (Colégio de Aplicacdo UFSC)
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Prova

Questao 01

O segredo de um cofre € um nimero de quatro algarismo, mas sé conhecemos o
segundo algarismo. Para descobrir o segredo, complete os quadradinhos para formar
o nimero, seguindo as instrucdes:

[ _[8
10 20 30 40

1°) O segundo algarismo é o dobro do primeiro algarismo, somado com 2.

2°) O terceiro algarismo € a diferenca entre o segundo algarismo e o primeiro alga-
rismo.

3°) A soma de todos os algarismos é 18.
Questao 02

A escola Saber organizou uma excursdo dos alunos dos quintos anos para conhecer
um museu. Foram dois 6nibus com 43 lugares cada um e quatro vans com 12 lugares
cada uma. Além dos alunos, haverd um professor em cada veiculo. Trés décimos dos
alunos vao de van e ndo sobra lugar nos dois Onibus.

a) Quantos alunos foram visitar o museu de 6nibus? Quantos alunos foram de van?

b) Sobrardo lugares nas vans?
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Questao 03

A figura abaixo € o desenho da planta da oficina do seu Jodo. A drea total da oficina
¢ 80m?. Os retangulos pequenos tdm a mesma 4rea e o retingulo grande tem o dobro
da drea do retangulo pequeno. Seu Jodo quer colocar um novo piso na drea pintada de
cinza na figura. Um metro quadrado de piso custa R$ 30, 00.

a) Quanto pagard seu Jodo pelo piso novo?

b) Se o trabalho do pedreiro custa R$40, 00 por metro quadrado, quanto pagard seu
Jodo pelo total da obra?

Questao 04

Um nimero de dois algarismos € Leal quando duas coisas acontecem ao mesmo
tempo:

1°) O ndmero € impar;

2°) A diferenca entre o maior algarismo e o menor algarismo do nimero também &
um ndmero impar.

Por exemplo: 29 € um nimero Leal, pois 29 € um nimero impar e 9 — 2 = 7 também
¢ impar. Quantos nimeros Leais existem?
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Gabarito

Questao 1

Como o segundo algarismo € o dobro do primeiro somado com dois, o primeiro
algarismo € 3, pois (322) + 2 = 8. O terceiro algarismo é a diferenca 8 — 3 = 5.
Ja temos trés algarismos, que somam 3 + 8 + 5 = 16, como a soma do total € 18, o
quarto algarismo € 18 — 16 = 2.

Logo, o segredo do cofre é o nimero 3852.

Questiao 2

Cada 6nibus pode levar 43 pessoas: 42 alunos e um professor. Assim, os Onibus

3 7
podem levar 42 4+ 42 = 84 alunos. Se 0 dos alunos vao de van, entdo 0 dos

. .3 .
alunos vao de dnibus, pois 0 + 10 = 1. Assim, o nimero de alunos que vao de

) 7 . ~
onibus corresponde a 0 do total de alunos que foram visitar o museu. Como nao
. 7 1
sobra lugar nos Onibus, 84 corresponde a 0 dos alunos. 0 dos alunos corresponde

10
ald+~7=12; 0 corresponde a 12 x 10 = 120, que € o total de alunos. Foram de

van 120 — 84 = 36 alunos.

Cada van pode levar 12 pessoas: 11 alunos e um professor. Assim, caberiam
nas vans 11 x 4 = 44 alunos; como foram 36 alunos de van e 4 professores, sobrardo
44— (36+4) = 4 lugares para os alunos (os lugares dos professores estdo garantidos!)

Logo, 84 alunos foram visitar o museu de Onibus, 36 de van e sobraram lugares
para os alunos nas vans.

Questao 3

Se os retdngulos pequenos t€ém a mesma drea e o retdngulo grande tem o dobro da
drea do retangulo pequeno, concluimos que a érea total de 80m? é equivalente a drea
de quatro retdngulos pequenos, de mesma drea. Entdo cada retingulo pequeno tem
drea 80 = 4 = 20m?2. O valor do piso novo é 20 x 30 = 600 reais. O trabalho do
pedreiro € 20 x 40 = 800 reais. O custo total da obra € de 600 + 800 = 1400 reais.

Logo, Jodo pagard R$ 600,00 pelo piso novo e R$ 1400,00 pelo total da obra.
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Questao 4

Como o numero é impar, seu algarismo das unidades pode ser 1, 3, 5, 7 ou 9.
Como a diferenga entre dois nimeros impares é sempre par, concluimos que o pri-
meiro algarismo deve ser par: 2, 4, 6 ou 8. Assim, os nimeros sdo: 21, 23, 25, 27, 29,
41, 43, 45, 47,49, 61, 63, 65, 67, 69, 81, 83, 85, 87, 89, totalizando 20 niimeros leais.
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Problema do Quadrado Equivalente a um Hexagono
Regular: Uma Revoada de Poligonos

Antdnio Vladimir Martins ! e José Luiz Rosas Pinho?

Qualquer hexdgono regular pode ser dividido em certo nimero de poligonos que
podem ser recombinados formando um retangulo. A figura abaixo mostra a divisao de
um hexdgono regular em cinco poligonos (um tridngulo isésceles e quatro quadriléte-
ros) e o retangulo resultante da nova juncao desses poligonos.

E N D G CP_ g
A
M B M
N N
F C —_— D
G

P

A M B H cP H

Figura 1

Mais exatamente, para qualquer ponto P em uma das diagonais menores do hexa-

gono regular - na figura a diagonal AFE - tragando-se o segmento C'P e os segmentos
MG e N H perpendiculares a esse segmento pelos pontos médios M e N, respectiva-
mente dos lados AB e DE, obtemos a divisdo desse hexdgono nos cinco poligonos
desejados. Esses cinco poligonos (os quatro quadrilateros de formas varidveis, se-
gundo a posi¢io do ponto P na diagonal AE) sdo entio reagrupados para formar um
retangulo conforme provado no TCC da aluna Michele Moreira de Souza, orientanda
do primeiro autor deste artigo.

IProfessor do Departamento de Matematica da UFSC.
2Professor do Departamento de Matematica da UFSC.
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Note que o comprimento do lado “horizontal” do retangulo € igual ao compri-
mento do segmento C'P na figura do hexdgono, e o comprimento do lado “vertical”
do retangulo é igual 4 soma dos comprimentos dos segmentos GM e N H na figura
do hexagono. O comprimento do lado “horizontal” do retdngulo decresce de um va-
lor méximo igual ao comprimento da diagonal C'A (que é igual ao comprimento de
AFE) até o valor minimo igual ao comprimento do segmento cujas extremidades sdo o
vértice C do hexdgono e a projecdo deste ponto sobre o segmento AE (o ponto médio
de AE). Por outro lado, o comprimento do lado “vertical” cresce desde o valor mi-
nimo igual a distancia entre os pontos médios de dois lados alternados do hexdgono
(que € exatamente o valor minimo do lado “horizontal” do retangulo - por qué?) até o
valor maximo igual a distancia entre dois lados paralelos do hexdgono (que é o valor
maximo do lado “horizontal”).

Portanto, deslocando P desde o ponto A até o ponto médio de AE, variamos o
retangulo a um retingulo congruente a ele, mas com os lados “horizontal” e “vertical”
trocados. Por um raciocinio de continuidade, eventualmente esse retingulo serd um
quadrado.

Algumas perguntas podem ser feitas aqui:

1. Qual é o comprimento do lado desse quadrado em func¢do do lado do hexdgono?

2. Como determinar, com régua e compasso, a posicdo do ponto P na diagonal
AFE do hexagono, de modo que o retidngulo equivalente ao hexdgono seja o
quadrado?

3. Qual é o valor do comprimento de AP em fungio do lado do hexdgono?

4. Qual o valor minimo e o valor maximo que a diagonal desses retangulos pode
atingir?

A segunda pergunta € facil de ser respondida, pois o lado do quadrado serd a média
geométrica dos lados de qualquer retangulo equivalente construido a partir dos cinco
poligonos que dividem o hexagono regular.

Para responder a primeira pergunta basta observar que existe um tnico quadrado
equivalente a um hexdgono regular dado.

Assim podemos calcular o lado desse quadrado em funcao, por exemplo, do lado
do hexagono (que € o raio do circulo circunscrito a ele). Esse cédlculo é simples,
observando que o hexdgono regular é formado por seis tridngulos equildteros de lados
iguais ao lado do hexagono:
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Figura 2
A drea do hexdgono serd entdo igual a

2
R\/§—3R2\/§:x2,

Aex:6' = 3
h 1 2

em que z é o lado do quadrado. Portanto

4/ 27

Ahex:6-%:3h-R:x27

Por outro lado,

0 que nos diz que o lado do quadrado € igual & média geométrica entre o triplo
da altura do tridngulo equilatero de lados iguais ao lado do hexdgono e o préprio lado
(que € o raio R). Essa é uma conta possivel para realizar a constru¢do do quadrado,

como mostra a figura seguinte:
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Figura 3

Isto nos permite calcular onde o ponto P deve estar:

Figura 4
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ou seja, qual € a distancia AP na figura 4 acima, o que responde a terceira pergunta.
Observe que a diagonal AFE do hexagono ¢ igual a AC= d, AS= g e CS= %.

Entdo
d2:(32R>2+(;l>2:>312:(32R>2:d:R\/§.
Entao
PS? = 22 — (CS)* = fRQ\f QRQ RZ(G@—Q)éPS:%\/H.
Portanto
AP:AS—PS:R;/g—RVG\Q/g_QZIQ%(\[— 6f—9).

Observe que o valor encontrado para o lado do quadrado é de fato um niimero que

esta entre CS e AC:
2
? <R- <{‘/47> < RV3.

Vamos agora responder a quarta pergunta.
Observe que, se = e y sfo os lados de um retdngulo, entdo sua drea A é igual a
(zy), seu semi-perimetro p é (x + y) e sua diagonal d é igual y/2? + y2. Entdo,

(z+y)? =2’ +9y°+ 22y = p> =2 +> +24 = d* = p* - 2A.

Portanto, como em nosso problema a drea A dos retdngulos estd fixada (igual
a drea do hexdgono), entdo a diagonal serd minima quando o semi-perimetro (ou o
perimetro) for minimo, e serd maxima quando esse semi-perimetro for maximo.

Qual € o retangulo, dentre aqueles de area fixada, que tem perimetro minimo?
Para responder a essa pergunta vamos analisar o problema dual correspondente: qual
¢ o retangulo, dentre aqueles de perimetro fixado, que possui drea mdxima (problema
isoperimétrico)? Note que nao hd solucdo para a drea minima, pois, com o perimetro
fixado, € possivel obter um retdngulo com a 4rea tdo proxima de zero quanto quei-
ramos. O problema isoperimétrico para retingulos pode ser resolvido facilmente por
argumentos puramente geométricos: se = e y sdo os lados do retangulo, entdo xy serd
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sua drea e queremos maximizar esse produto sabendo que x+y esta fixado. Maximizar
o produto de dois nimeros positivos € 0 mesmo que maximizar sua média geométrica
/Zy. Geometricamente isso corresponde a encontrar o tridngulo retdngulo, dentre
todos aqueles cuja hipotenusa é constante e igual a x + y, cuja altura h relativa a
essa hipotenusa é maxima. Essa altura divide a hipotenusa em dois segmentos, um de
comprimento x € o outro de comprimento y € entdo h = ,/xy. Isso ocorrerd quando
h = x = y, ou seja, quando o retangulo for quadrado. Veja a figura:

Figura 5

Retornemos agora ao problema do retdngulo de drea fixada e perimetro minimo. A
intuicdo nos diz que a resposta deve ser o quadrado. Suponhamos que o quadrado nio
seja o retdngulo de drea fixada A e de perimetro minimo. Entdo existem (a questdo da
existéncia de um retangulo de perimetro minimo ¢ sutil e sua justificativa estd além
dos argumentos geométricos que utilizamos aqui) um retdngulo ndo quadrado R de
drea A e de perimetro minimo p, e o quadrado Q1 de mesma drea A, que terd um
perimetro p + k, k > 0. Considere agora o quadrado Q2 de mesmo perimetro p do
retingulo R. Pelo problema isoperimétrico, a area desse quadrado serd igual a A + d,
d > 0. Isso ndo é possivel, pois a drea de Q; seria menor do que a drea de Qo, e
portanto o perimetro de Q; deveria ser menor do que o perimetro de Q2, o que ndo
ocorre. Logo, o quadrado € o retangulo de 4rea fixada e de perimetro minimo.

Observe ainda que, olhando para o hexdgono da figura 1, a posi¢do do ponto P que
permite a divisdo desse poligono nos cinco poligonos cuja soma de seus perimetros &
minima é exatamente aquela que leva a construcdo do quadrado quando esses cinco
poligonos sdo reagrupados. Isso ocorre porque essa soma € igual ao perimetro do
hexdgono (fixado), mais o comprimento da diagonal AE, mais a soma dos compri-
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mentos CP, MG e NH. Essa ultima soma € exatamente o semi-perimetro do quadrado
que € a menor possivel.

Vamos analisar agora o problema do retdngulo equivalente ao hexdgono regular
(e portanto de 4rea fixada) e de perimetro maximo. Note que o problema ndo tem
solucdo para perimetro maximo no conjunto de todos os retdngulos de drea fixada,
pois podemos fazer o perimetro tdo grande quanto queiramos mantendo a drea fixa.
Porém, para os retangulos originados do hexagono regular, o problema tem solugao.
Novamente aqui a intuicdo nos diz que isso deve ocorrer quando o ponto P for o
ponto médio S da diagonal AF, considerando que o perimetro minimo é atingido no
quadrado quando escolhemos o ponto P entre os pontos A e S na diagonal AE e, que
para P coincidindo com o ponto A ou com o ponto S os retangulos sdo congruentes.

No entanto, podemos provar que, de fato, a soma CS + AE é maior do que CP +
MG + NH, qualquer que seja o ponto P entre A e S.

Observe a figura 6 abaixo:

E N D
F 51 c
G
P H
A M B
Figura 6

Queremos provar que
AE + CS =MN + CS > CP + MG + NH. 1)

Agora observe que os tridngulos ACSP, AMGJ e ANHJ sdo semelhantes.

Entdo
CS _ MG _ NH _MG+NH _ MG + NH

CP MJ NJ MJ+NJ  MN

ou seja,

CS MG +NH )
CP  ~ MN
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Portanto (1) é o mesmo que mostrar que a soma do numerador do membro es-
querdo e do denominador do membro direito é maior que a soma do denominador do
membro esquerdo e do numerador do membro direito de (2).

Agora note que se a, b, ¢ e d s8o nimeros positivos, entao

a_c
b d

Logo,

be

a+d>b+cs pi

+d>b—|—c<:>bc—b>c—d<:>b(cgd)>c—d,
C

e entao

a+d>b+ceb>d, se ¢c>d e
Sb<d, se c<d. 3)

Agora note que em (2) temos MG + NH < MN.
Portanto, como CP < MN = AE = AC, teremos a partir de (2) e de (3) que

MN + CS > CP + MG + NH.

Referéncias

[1] de Souza, M. M.; Quebra-Cabecas Matemadticos Desafios, Trabalho de Conclusao
de Curso, UFSC, 2014
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s Mobius , IVIODIUS

Eliezer Batista!

e.batista@ufsc.br

Resumo: Neste pequeno artigo, revisaremos algumas das contribui¢des importan-
tes do matematico alemio August Ferdinand Mobius. Daremos destaque a férmula da
inversdo de Mobius, que estd relacionada com a dlgebra de incidéncia em conjuntos
parcialmente ordenados e que possui diversas aplicagdes em andlise combinatdria e
teoria de niimeros.

Introducao

O matematico e astrbnomo August Ferdinand Mo6bius nasceu em 17 de novembro
de 1790 em Schulpforta, antigo monastério préximo a cidade de Naumburg, na regido
da Saxdnia, que atualmente pertence a Alemanha, e morreu em Leipzig, também na
Alemanha, em 26 de setembro de 1868. Dentre as conexdes interessantes que fizeram
parte da sua vida, podemos destacar o fato de ser descendente, pelo ramo familiar
de sua mae, do grande reformador alemao Martinho Lutero. Também, sua formacao
matemdtica teve a influéncia de pesos pesados como Carl Friedrich Gauss e Johan
Pfaff?.

O nome de Mobius, em matematica, é relembrado basicamente por trés de suas
grandes contribuigdes: a faixa de Mobius, as tranformacdes de Mobius e a férmula de
inversao de Mobius. A faixa de Mobius, que € um exemplo de superficie bidimensio-
nal ndo orientdvel que pode ser imersa no espago euclidiano tridimensional, € a mais
popular das contribuicdes matemdticas de Mobius, tornando-se um simbolo icdnico
de nossa cultura visual. Sua imagem pode ser vista em diversos antincios, obras de

IProfessor do Departamento de Matematica da UFSC.
’http://en.wikipedia.org/wiki/August_Ferdinand_Mébius
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arte e logomarcas®. Tal popularidade se deve, em parte, ao uso desta superficie na

obra do artista holandés Maurits Cornelis Escher (1898, Leewarden, Holanda-1972,
Laren, Holanda)*. Uma faixa de Mobius é basicamente uma superficie que possui
apenas um lado e cujo bordo é uma circunferéncia. E extremamente simples de se
produzir uma faixa de Mobius com uma fita de papel, basta unir as duas extremidades
com orientagdes opostas, conforme nos mostra a figura abaixo.

Figura 1: Faixa de Mobius obtida a partir de um retdngulo.

A faixa de Mobius estd relacionada a outras superficies ndo orientdveis, como o
plano projetivo e a garrafa de Klein. O plano projetivo € obtido ao identificarmos o
bordo de uma faixa de Mobius com o bordo de um disco bidimensional. A garrafa de
Klein, por sua vez, € obtida ao identificarmos os bordos de duas faixas de Mobius?.

A segunda contribui¢do matemdtica de Mobius, as tranformacdes de Mobius, ja
€ um tema que pode ser apreciado apenas por um publico mais restrito, que pos-
sua algum treinamento matematico . Uma transformacdo de Mdbius, ou transfor-
macao linear fraciondria, € uma fungdo racional definida em um dominio do plano
complexo que consiste do plano inteiro ou do plano inteiro menos um ponto. Mais
especificamente, uma transformag@o de Mobius € definida por quatro nimeros com-
plexos a,b,c,d € C tais que ad — bc # 0 e que associa a cada ponto z do plano
complexo, excluindo-se o ponto zy = —g, o valor f(z) = %jrrs. Estas transfor-
macdes incluem todas as translagdes, rotacdes e mudangas de escala no plano com-
plexo, bem como incluem também as inversdes no plano, isto é, fungdes que tenham
o mesmo comportamento da fungdo f(z) = % Estas tranformacdes estdo relaci-
onadas com a ag@o do grupo de transformacdes projetivas PGL(2,C) sobre a reta
projetiva complexa CP*, que é uma superficie homeomorfa 2 esfera bidimensional
S2. A cada elemento do grupo projetivo, associamos uma transformacio de Mébius

30 IMPA, Instituto de Matematica Pura e Aplicada, situado no Rio de Janeiro, possui como logo exata-
mente uma faixa de Mobius. http://www. impa.br/opencms/pt/

“http://en.wikipedia.org/wiki/M._C._Escher

Shttp://webl.ken. jp/hp28ah77/us27i_klpr.htm

Shttp://en.wikipedia.org/wiki/Mébius_transformation
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por meio da projecao estereografica da esfera no plano. Uma visualizag@o da projecao
estereografica e das transformacdes de Mobius pode ser vista no video do Youtube
https://www.youtube.com/watch?v=JX3VmDgiFnY.

Neste artigo, nossa atencdo serd destinada a uma terceira contribuicio do mate-
matico, que é ainda menos conhecida, mesmo entre pessoas com alguma formacao
matematica e que tenham tido contato com as duas anteriores - a férmula de inversao
de Mébius. E bem provavel que um estudante de graduacdo em Matemética termine
seu curso sem que tenha contato com férmula de inversdo de Mobius. Mesmo assim,
a féormula de inversdo de Mobius é um resultado que possui diversas aplicagdes, tanto
em andlise combinatdria quanto em teoria de nimeros.

Para entendermos o contetdo da férmula de inversdo de Mobius, temos que fazer
uso de técnicas relativas a conjuntos parcialmente ordenados (que denotaremos como
POSETSs, uma abreviacao para a sigla em inglés, Partially Ordered Sets) . Na secdo 2,
faremos um breve apanhado das defini¢des e resultados bédsicos da teoria de POSETs
e apresentaremos a dlgebra de incidéncia. Na secdo 3 introduziremos a fungdo de Mo-
bius e a calcularemos para alguns POSETs importantes. Na secdo 4 daremos alguns
exemplos de apicagcdes em andlise combinatéria. Basicamente, a aplica¢do da férmula
de inversdao de Mobius para o POSET dos subconjuntos de um conjunto dado resulta
no conhecido principio de inclusdo-exclusdo. Utilizaremos este método para determi-
narmos o nimero de aplicagdes sobrejetoras entre conjuntos finitos e para o célculo
do nimero de permutagdes cadticas, isto €, permutacdes que ndo tenham pontos fixos.
Finalmente, na secio 5, feremos uso da férmula da inversdao de Mobius em teoria de
nimeros para o cdlculo da funcio totiente de Euler.

POSETs e algebras de incidéncia

Definicao 0.1 Seja X um conjunto. Uma relacdo de ordem em X é um subconjunto
R C X x X satisfazendo a trés condicoes:

(O1) Paratodo x € X, temos que (z,z) € R.
(02) Se (z,y) € Re (y,z) € R, entdo x = y.
(03) Se (x,y) € Re (y,z) € R, entdo (z,z) € R.

Observacao 0.2 As condicoes (01), (02) e (03) da definicdo anterior sdo, respec-
tivamente, chamadas de condigdo reflexiva, anti-simétrica e transitiva. A partir de
agora, dados uma relagcdo de ordem em um conjunto X e dois elementos x,y € X,
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denotaremos por x < y se (x,y) € R. Com esta notacdo, as condigdes (01), (02) e
(03) podem ser reescritas como

(O1) Paratodo x € X, temos que v < .
(02) Sex <yey <z, entdo x =Y.
(03) Sex <yey <z entdox < z.

Definiciio 0.3 Um conjunto parcialmente ordenado (POSET) é um par (X, <), em
que X € um conjunto ndo vazio e < é uma relagdo de ordem em X. Um conjunto é
dito ser totalmente ordenado, se além disto satisfizer a condig¢do que para quaisquer
z,y € X outemos que x < youy < T.

Defini¢ido 0.4 Dado um POSET (X, <) e dois elementos x,y € X, com z < y,
definimos o intervalo entre x e y como o conjunto

[,y ={z€ X |z <z<y}.

Um POSET é dito ser localmente finito se, para quaisquer x,y € X, comx < y, 0
intervalo [x,y] é um conjunto finito.

Exemplo 0.5 Dado um conjunto U, o conjunto das partes de U,
P(U) = {AC U}

é um POSET com a relacdo de ordem A < B < A C B. Se o conjunto U é finito,
entdo temos que P(U) € localmente finito.

Exemplo 0.6 O conjunto dos niimeros inteiros Z. com a ordem usual é um POSET
totalmente ordenado, pois dados dois inteiros m e n. ou temos que m < noun < m,
e localmente finito pois se m < n entdo [m,n| = {m,m+1,m+2,...,m+(n—m) =

Exemplo 0.7 Dado um niimero inteiro positivo n, o conjunto
D(n) = {d € Zy | d|n}

é um POSET, com a relagdo de ordem d < d' < d|d'. De fato, todo niimero inteiro
é divisor de si mesmo, isto é d|d para todo d € Z. Logo, a propriedade reflexiva é
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facilmente verificada. Note que nos restringimos aos inteiros positivos, para que a
propriedade anti-simétrica seja verificada, pois sendo poderiamos ter d|d’ e d'|d e
d = +d'. A propriedade transitiva também pode ser verificada facilmente. De fato,
sed|d' ed'|d" entdo existem p,q € Z, tais que d = pded’ = qd'. Logo, d’ = pqd,
o que implica que d|d". E fdcil ver que D(n) é um POSET localmente finito.

Exemplo 0.8 Sejam (X;1,<1) e X2, <a) dois POSETs. O produto cartesiano X1 X
X possui uma estrutura de POSET induzida pelas entruturas em X1 e X5 da seguinte
Sforma: dizemos que (x1,x2) < (y1,y2), para x1,y1 € X1 € Z2,y2 € Xo, se, ¢

somente se 1 <1 Y1 e To <o ys. Deixamos como exercicio a verificacdo de que
(X, x Xo, <) satisfaz aos axiomas de ordem parcial.

Os POSETs podem ser representados graficamente através dos diagramas de Hasse’ .
Basicamente, um diagrama de Hasse para um POSET (X, <) é um grafo orientado
cujo conjunto de vértices € igual ao conjunto X e, dados dois vértices =,y € X, ha-
vera uma aresta conectando-os, se, € somente se, r < youy < x. As arestas nio
precisam ser indicadas com flechas, pois ¢ < y costuma denotar-se pelo elemento
y acima do elemento x no grafo. Assim, a ordem é naturalmente estabelecida pela
posicdo relativa entre os vértices.

THelmut Hasse, 1898-1979, matemadtico alemdo. http://en.wikipedia.org/wiki/Helmut_
Hasse

Revista da ORM/SC n° 12, 2015



64 Artigos

O diagrama abaixo denota o POSET dos niimeros naturais com a ordem usual.

Figura 2: Diagrama de Hasse do POSET dos niimeros naturais.

O diagrama abaixo denota o POSET dos divisores do nimero 18. As setas estdo
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indicando as relativas relacdes de divisibilidade entre os divisores.

N
/

AN

/
N

Figura 3: Diagrama de Hasse do POSET dos divisores de 18.

O diagrama abaixo denota o POSET dos subconjuntos do conjunto {a, b, c} e as
setas denotam as continéncias relativas entre os subconjuntos.
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{a,b,c}

{a, b} {a,c} {b, c}

0

Figura 4: Diagrama de Hasse dos subconjuntos de {a, b, c}.

Os exemplos dados anteriormente mostram que a teoria de POSETs estd presente
em diversas dreas da matemdtica. De fato, esta linguagem pode ser utilizada para
descrevermos diferentes tipos de situagdes matemdticas nos mais variados contextos.
Para conseguirmos enxergar o imenso potencial da teoria de POSETs em relagdo as
aplicacdes matematicas, precisamos ainda desenvolver algumas ferramentas algébri-
cas importantes, como a dlgebra de incidéncia de um POSET.

Definiciio 0.9 Seja (X, <) um POSET localmente finito. A dlgebra de incidéncia
associada a X é o conjunto das fungoes

IX)={f: X xX >R|f(z,y) =0, sex Ly}
munido das operagoes:

1. Soma de fungdes: (f + g)(x,y) = f(z,y) + g(x,y).

2. Multiplicagdo por escalar: (\f)(z,y) = Af(z,y).
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3. Produto de convolugdo: (f  g)(x,y) = 3. .c(y. [ (@, 2)9(2,9).

Exercicio: Mostre que, dado um POSET localmente finito X, as operagdes acima
descritas estdo bem definidas, fazendo com que I(X) seja uma dlgebra unital com

1 =4, emque
1 se =y
s ={y % 5L

é a funcdo delta de Kronecker 8.

A priori, esta dlgebra pode parecer uma constru¢cdo muito abstrata, mas os exem-
plos a seguir mostrardo que muitas dlgebras conhecidas podem ser vistas como exem-
plos de dlgebras de incidéncia.

Exemplo 0.10 Considere o POSET totalmente ordenado X = {1,2,...,n}, com a
ordem natural dos niimeros inteiros. Uma fungdo f € 1(X) estard definida se forem
conhecidos os seus valores f;; = f(i,j) com i,j € X. Entdo podemos associar a
Sfuncdo f a uma matriz n X n com entradas reais

fll fln

fnl fnn

A restricdo de que f(i,7) = 0 se i £ j faz com que a matriz da fungdo f seja uma
matriz triangular superior. Finalmente, podemos ver que o produto de convolugdo
pode ser escrito como

(f*9)(i,j) = Z fikgrj = Zfikgkjv
k=1

i<k<j

em que, na ultima igualdade, os termos acrescentados a soma sdo todos iguais a
zero. Portanto, o produto de convolugdo nada mais é do que a multiplicacdo matri-
cial. Assim a dlgebra de incidéncia 1({1,...,n}) é isomorfa a dlgebra das matrizes
triangulares superiores n. X n.

Exemplo 0.11 Considere o POSET X dos subconjuntos de {a,b}. Este POSET pos-
sui 4 elementos, 1 = (0, 2 = {a}, 3 = {b} e 4 = {a,b}. Entdo podemos ver que

8Leopold Kronecker, 1823-1891, matemadtico alemdo. http://en.wikipedia.org/wiki/
Leopold_Kronecker
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esta dlgebra de incidéncia serd uma sub dlgebra da dlgebra de matrizes triangulares
superiores 4 X 4 em que a matriz de uma fungdo [ € 1(X) serd da seguinte forma:

~

I
O O O ¥
o * O %
* % X %

O O *x ¥

Para falarmos do préximo exemplo, precisamos definir alguns novos objetos. Con-
sidere agora o POSET definido pelo conjunto dos inteiros positivos Z% com a relagéo
de ordem dada por m < n < m|n. Uma fungdo aritmética é uma fungdo f : Z* — R.
Este conjunto forma uma dlgebra, que denotaremos por AZ*+ : asoma e a multiplicacio
por escalar sdo dadas ponto a ponto e o produto de convolugéo € dado por

(f * 9)(n %f g(%)-

Note que a dlgebra de convolu¢do das funcdes aritméticas € comutativa. De fato,
(f % g)(n Zf ( ) Zg ( ) (g% f)(n).

Esta dlgebra estd associada a uma sub dlgebra da dlgebra de incidéncia I(Z% ). De
fato, considere a dlgebra de incidéncia formada pelas fungdes

f: Z+XZ+ — R
(m,n) = f(m,n)

tais que f(m,n) = f(1, %), se m|n, e f(m,n) = 0, se m ndo divide n. Entdo este
subconjunto serd fechado em relacio as operacdes da dlgebra de incidéncia. Esta sub
dlgebra estd relacionada com a dlgebra das funcdes aritméticas AZfF associando-se a

cada f € I(Z% ) uma fungdo fe Ay definida por

f(n) = f(1,n).

Isto define um isomorfismo entre as duas dlgebras’.

Duas 4lgebras A e B sdo isomorfas se existe uma aplicago linear bijetiva p : A — B tal que
p(a.b) = p(a)e(d) ,paratodos a,b € Aep(la) =1p
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No estudo dos POSETs, muitas vezes ¢ ttil compararmos POSETs afim de que
possamos reconhecer um POSET, cuja estrutura ndo conhe¢camos muito bem, como
sendo idéntico a um outro POSET que tenhamos mais familiaridade. Para isto preci-
samos do conceito de isomorfismo.

Definicdo 0.12 Dados dois POSETs (X <x) e (Y,<y), uma fungdo f : X — Y é
dita ser um morfismo de POSETs se, dados v <x yem X, tivermos f(z) <y f(y)em
Y. Um morfismo de POSETs é dito ser um isomorfismo se f for uma funcdo bijetora.

O leitor serd capaz de provar fatos elementares, como,

1) Sef: X -Yeg:Y — Z sao morfismos de POSETs, entdo go f : X — Z
também € um morfismo de POSETs

2) Se f: X — Y é um isomorfismo de POSETs, entdio a funcdo inversa f~! : Y —
X também € um isomorfismo de POSETs.

3) Se f : X — Y é um isomorfismo de POSETs, entdo f induz um isomorfismo
entre as dlgebras de incidéncia I(X) e I(Y).

Este tltimo item serd importante para compararmos dlgebras de incidéncia de POSETs
isomorfos e termos a garantia que, a0 mostrarmos um resultado véalido em uma delas,
automaticamente o resultado sera valido na outra.

A func¢io de Mobius

O problema principal da férmula da inversdo de Mdbius consiste no seguinte:
dados um POSET (X, <) e duas fungdes f, g : X — R, que satisfacam a igualdade

g(x) =Y f(y), ¢))

y<z

determinar a fungdo f conhecida a fungdo g. Para isto, vamos definir uma funcéo
auxiliar, ¢ na dlgebra de convolugéo I(X) por

1 se <y

C(ajay):{ 0 se z%y
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Assim a equacdo (1) pode ser reescrita como

= > fWX(y, ). ©))

y<z

Assim, se tivermos uma fungéo que seja inversa da func@o ¢ na dlgebra de convolugio,
automaticamente poderemos calcular f em fungéo de g. Para isto precisamos de um
lema.

Lema 0.13 Sejam (X, <) um POSET localmente finito ¢ ¢ € I(X) uma fungao tal
que ¢(x,x) # 0 para todo x € X. Entdo ¢ é invertivel com relacdo ao produto de
convolugdo.

Demonstracao: Uma fungao ¢ para ser inversa de ¢ pelo produto de convolugdo
tem que satisfazer

vrote) = 3 vn0 Co=dan={ g % 15V,
vl

Grv(zy) = Y dlx,2)v(zy) = d(x,y),

z€[z,y]
Tome z € X, entdo
Y* Pz, x) =6(x,z) =1,

como ¢(z, x) # 0, isto nos leva a

¢($7$)¢($7$):= L, ¢($’$):=

Suponha agora que, dados x < y tenhamos calculados os valores v (x, z) para todo
r < z < y. Entlo

Y xo(z,y) =0(x,y) =0

e por outro lado

bl y) = Y U, 2)6(2,y) + (9, ).

r<z<y
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Assim, teremos que

1
(y,y)

la,y) = — S (e, 2)é(zy)

r<z<y

e portanto conseguimos calcular os valores da inversa em todos os pares (z,y) €
X x X. Deixamos como exercicio a verificagdo que esta fungdo ¢ assim definida
também satisfaz ¢ * ¥ (z,y) = d(x,y), isto é, ¢ € inversa tanto a esquerda como a
direita da funcdo ¢. W

A fungéo ¢ definida anteriormente satisfaz a condi¢do que ((z,x) = 1 para todo
xz € X. Entdo ¢ possui inversa por convolugdo. Esta fungdo, denotada por u, é
conhecida como fun¢do de Mobius.

Vamos calcular alguns exemplos de fungdes de Mobius para alguns POSETs es-
pecificos.

Exemplo 0.14 Considere o POSET dos niimeros naturais dado na Figura 2 (ou qual-
quer subconjunto finito da forma {0, 1, ... ,n}). Tome um nimero arbitrdrio n € N.
Entdo

Considere m = n + 1, entdo

pxCnn+1) = pn,n)C(n,n+ 1)+ p(nn+ )¢ +1,n+1)
= d(n,n+1)=0.
Logo,
p(n,n+1)=-1.
Se tomarmos m = n + 2 teremos
pxCnn+2) = pln,n)C(n,n+2)+ p(nn+ 1)C(n +1,n +2)

+u(n,n+2)¢(n+2,n+2)
d(n,n+2)=0.

Assim, concluimos que
p(n,n+2) =0.

Com um processo de indugdo elementar, pode-se provar que p(n,n + k) = 0 para
k> 2.
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A utilizacd@o do principio da inversdo de Mdobius para este tipo de POSET pode
ser vista da seguinte maneira: Se tivermos duas funcées f, g : N — R tais que

= f(k)
k=0
entdo

= glk)u(k,n) = g(n) — g(n —1).

k=0

Proposicio 0.15 Sejam (X1, <1) e (X2, <s) dois POSETS. Entdo a fun¢do de Mo-
bius associada ao POSET X1 x X, ¢é igual ao produto das respectivas funcdes de
Moébius de cada POSET.

Demonstracao: Primeiramente, relembremos que no produto cartesiano X; x X,
temos que (z,%) < (2',%') se, e somente se, z < 2’ e y < /. E imediato ver que o
intervalo [(z,v), (2/,y')] = [z, 2'] X [y, y]. De fato, se (z,y) < (z”,y") < («/,y)
entior <z’ <z'ey <y”" <y Assimz” € [z,2'] ey’ € [y,y']. Também, o
produto de convolugdo em I(X; x Xo) pode ser escrito como

(f *9)((=,y), (', y))
= Z f((JU, y)a (xﬂv y"))g((x”, y/l)v (xlv y/))

(@) <@ g )< )
= > Y [y @y y"), (2 y).
I,/ IZL’/] y//e[y y/]

Finalmente, note que (((z,y), (2',y") = Ci(x,2').¢2(y,y'). De fato, se (x,y) <
(«',y), entdo ¢((z,y), («',y') = 1 Logo, também temos que x < 2’ ey < 3’ o
que resulta em (1 (x,2") = (2(y,y’) = 1. Por outro lado, se (z,y) £ (2/,y’), entdo
C((z,y), (2',y") =0, elogo, x £ ' ouy £ ¢/, o que resulta em (;(x,z’) = 0 ou
Ca(y,y') =0.
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Juntando todas estas informagdes, definindo p((x, y) (2, y')) = p1(z, 2').p2(y, v'),
temos que

(1* Q) (), (!, y’))
S ) @y ), ()

z €z, x’'] y €ly,y’]

oY m@a ey v )" y)

zelz,z’'] y" €[y,y']

= > (a2 > ey v Y)

z'' €z, v'Elyy]
81(x, )02 (y,y)
= 6((m7y)a(x/ay/))'

Da mesma maneira, podemos ver que ¢ * 4 = 9, o que implica que a fungdo p é a
inversa de ( relativa ao produto de convolucao. M

Com o resultado acima, podemos calcular mais alguns exemplos da fungdo de
Mobius.

Exemplo 0.16 Considere o POSET P(S), dos subconjuntos do conjunto

S=1{1,2...,n}

Este POSET pode ser caracterizado como um produto cartesiano de POSETs. De
fato, dado um subconjunto U C S, podemos associar a este conjunto uma n-upla de
niimeros 0 ou 1 da seguinte forma: para 1 < k < n, na késima entrada teremos 1,
sek €U, e0, sek ¢ U. Por exemplo, se S = {1,2,3,4,5,6,7} e U = {2,4,5,7}
entdo a T-upla associada a U serd (0,1,0,1,1,0,1). Voltando ao caso geral, dado
um nimero 1 < k < n podemos definir a funcdo caracteristica

xt: P(S) — {0,1}
U — Xk(U)

dada por

1 keU
Xk(U){ se

0 se kegU.

Aqui, o conjunto {0, 1} é um POSET com a ordem herdada dos naturais, isto é, 0 < 1.
Com o auxilio das fungdes caracteristicas, podemos ainda criar uma bijecdo entre os
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POSETs P(U) e {0,1}"™, dada exatamente pela n-upla associada a cada subcon-
Jjunto:
F: PS) — {0,1}
U — (Xl(U)7Xn(U))

E ficil ver que, se U C V, entdo F(U) < F(V) no POSET produto cartesiano,
pois todo elemento de U também serd elemento de V. Assim, ndo hd possibilidade de
existir um nimero 1 em uma entrada na n-upla de F(U) e que seja igual a 0 na n-
upla de F'(V'). Portanto, a fun¢do F' é um morfismo de POSETs e como F ¢ bijetora,
entdo temos que os POSETs sdo isomorfos.

Tendo em vista que, se os POSETS sdo isomorfos e se soubermos calcular a fungdo
de Mobius em uma das dlgebras de incidéncia, a fungdo de Mobius estard unicamente
determinada na outra dlgebra de incidéncia, assumindo os mesmos valores. Agora,
podemos fazer uso da proposicdo anterior para calcularmos a fung¢do de Mobius do
POSET P(S). De fato, dados U e V dois subconjuntos de S, e lembrando-se que, no
POSET {0,1} temos 11(0,0) = p(1,1) =1, u(0,1) = =1 p(1,0) = 0. Entdo

n _1\#(V\U) se
w(U,V) = HMz‘(Xi(U)aXi(V)) = { (() Y se g é K

A utilizagdo do método de inversio de Mobius para o POSET P(S) é conhecido
em combinatdria como o principio de inclusdo-exclusdo.

Exemplo 0.17 Considere o POSET D(n), dos divisores de um niimero natural n =
it ... pp¥. Podemos associar um divisor d|n a uma k-upla f(d) = (di,ds, ..., dy),
em que, para cada 1 < i < k temos d; € {0,1,...,a;}. Deixamos ao encargo do
leitor a verificacdo de que a fung¢do | define um isomorfismo entre o POSET D(n)
e 0 POSET produto Sq, X -+ X S,,, com S,, = {0,1,...,a;} para todo 1 <
i < k e com a ordem em cada uma das entradas dada pela ordem herdada dos
niimeros naturais. Com isto, poderemos utilizar de novo a proposi¢do anterior para
calcularmos a fungdo de Mobius de D(n),

k
M(Cv d) - H ;ui(cia d2)7
i=1

para dois divisores de n, ¢ = pi* ...pF ed = p‘li1 .. .pZ’“. Se ¢ ndo divide d entdo

haverd um indice 1 < i < k tal que ¢; > d; neste caso u;(c;,d;) = 0. Portanto,
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as unicas possibilidades para que 1i(c,d) # 0 serd@o quando c|d. Neste caso, como
wi(ci,di) = 1, se ¢; = dy, piei,d;) = =1, sed; —¢; = 1, e pi(c;,d;) = 0 se
d; — ¢; > 2, temos que

M(Cv d) = (71)l7

se & for escrito como o produto de  fatores primos distintos; e
c

p(e,d) =0,

d . o
se & possuir algum fator quadrdtico.

Note que, para c|d temos que ji(c,d) = p (1, %) o que implica que | é uma
fungdo aritmética, a qual chamaremos simplesmente de | (%)

Aplicacoes em analise combinatoria

Vimos na sec¢do anterior que a aplicacdo da férmula de inversdo de Mobius para o
POSET dos subconjuntos de um conjunto finito dado é conhecido como principio de
inclusdo-exclusdo. Vamos ilustrar o método com dois exemplos.

Exemplo 0.18 Sejam dois niimeros naturaism <n, I, ={1,...n}el, = {1,...,m}
Podemos calcular quantas funcées sobrejetoras f : I, — I, existem. Primeiramente,
verificamos que o total de fungoes entre I,, e I, é dado por m". Depois, defina duas

Sfungoes ©,V : P(I,,) — R como
Q(A) = #{f : In = I [ Im(f) = I, \ A}

V(A)=#{f: I, — L, |Im(f) C L,\A} = (m — #A)".
Assim, temos que

v(A)= > @B,

ACB#I,,

O niimero de fungées sobrejetoras de I, em I, é exatamente o valor ® (). Portanto,
utilizando a formula de inversdo de Mobius, temos

o) = D w0 A)T(A
A£L,

= DA m = Ay

A#Ly
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m .
Para cada 0 < k < m temos exatamente < > subconjuntos A C I,,, com #A =

k
k. Assim, ainda podemos escrever

20)= >0t () mn

k=0

Esta é a quantidade de funcoes sobrejetoras entre I, e I,,, param < n.

Exemplo 0.19 Uma permutacdo cadtica de n elementos é uma funcdo bijetora f
I, — I, em que I, = {1,...n}, que ndo possui pontos fixos, isto é, ndo existe 1 <
k < ntal que f(k) = k. Vamos denotar por S,, o conjunto de todas as permutacdes
de n elementos. Podemos, de novo, definir duas fungoes ® : ¥ : P(I,) - R
como

D(A) =#{f € Sn|f(k) =k <k € A}
(isto é, o niimero de permutagdes cujo conjunto de pontos fixos é exatamente igual a
A) e

V(A)#{f € Sulk e A= f(k) =k}

(isto é, o mimero de permutagdes cujo conjunto dos pontos fixos contém A). E ficil
ver que

TU(A) = (n—#A)\
Também, podemos facilmente concluir que
v(A) = ) oB)
ACBCI,

O niimero de permutacdes cadticas é exatamente ® (). Portanto, aplicando a férmula
de inversdo de Mobius, temos

M) = Yl A)T(A)

ACI,

= > (=1 (n— #A)!

ACIn

n .
Como para cada 1 < k < n, temos exatamente ( > subconjuntos A C I,, com

k
#A =k, podemos ainda escrever

n no(_1\k
(0) :Z(_nk’( Z ) (n—k‘)!:nlz( kll) :
k=0

k=0
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Este é o niimero de permutagdes cadticas de n elementos.

Aplicacoes em teoria de niimeros

Para todas as consideragdes que faremos nesta secdo, o conjunto dos nimeros
naturais aqui significard simplesmente o conjunto dos nimeros naturais positivos, isto

2

&
N=1{1,2,3,...}.

Definicao 0.20 A funcdo totiente de Euler é a fungdo aritmética

v: N - R
n = on)

dada por
o(n) =#{1 <k <n|mdc(n, k) =1}.

Vamos utilizar a férmula de inversdo de Mobius para calcularmos explicitamente
o valor de p(n).

Proposicao 0.21 Seja n um niimero natural, entdo
n= Z o(d).
d|n

Demonstragiio: Vamos realizar uma parti¢io no conjunto {1,2,...,n}: Para
cada divisor d de n, defina o subconjunto

A(d) = {1 <k <n|mdc(k,n) = d}.
E 6bvio que se d # d’ entdo A(d) N A(d') = (). Agora suponha que k € A(d). Entio
mdc(k,n) = d, e portanto mdc(%, %) = 1. Entdo a cardinalidade de cada conjunto
A(d) é igual a quantidade de niimeros m entre 1 e % tais que mdc(m, ) = 1. Mas
este nimero € exatamente ¢(%). Assim, temos

n=Y #Ad) =Y ¢(5) = ¢ld).
d|n d|n d|n

Isto conclui a demonstragdo. MW
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Proposicao 0.22 Seja n um niimero natural cuja decomposicdo em fatores primos é
expressa como n = p{* ...py". Entdo

K 1
©(n) :nH (1— ) .
- Di
=1
Demonstracio: Da proposi¢do anterior, temos que
n = Z o(d).
d|n
Entao, pela férmula de inversdo de Mobius, podemos escrever

p(n)=>_ u(d)

d|n

Ul 3

Como p(d) = 0 se d tiver algum fator primo ao quadrado e u(d) = (—1)" se d for o
produto de r ndmeros primos distintos, temos entao

) = > pld)s
d|n

k
- Zﬁ_ 3 LR

i P <5< PP p1---Pk

_ H() .
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Problema de Apolonio de Perga

Licio Hernanes Bezerra !

licio.bezerra@ufsc.br

Apoldnio nasceu entre 262 e 240 a.C. na antiga cidade grega de Perga, cujas ruinas
se situam perto da cidade de Antélia, na Turquia. Estudou em Alexandria com disci-
pulos de Euclides, segundo relatos histéricos. Um dos seus tratados, Conicas, é um
dos grandes trabalhos cientificos do mundo antigo. Nesse texto, foram introduzidos
os termos elipse, pardbola e hipérbole para designar os trés tipos de conicas. Mui-
tos de seus trabalhos desapareceram ou foram assimilados por matematicos islamicos.
Em um desses tratados, Tangé€ncias, Apolonio debrugou-se sobre o seguinte problema,
dito o problema de Apoldnio: dados trés objetos geométricos, cada um deles podendo
ser ponto (P), reta (R) ou circunferéncia (C'), construir uma circunferéncia tangente
aos trés. O problema se torna bastante dificil no caso de trés circunferéncias (CCC).
Uma solucdo deste problema usando apenas régua e compasso foi dada pelo matema-
tico francés Joseph Diaz Gergonne em 1816, e pode ser vista em [2], paginas 154—159.
Sao ao todo 10 tipos de problemas de Apoldnio, que ddo origem a 33 configuragdes
distintas, que podem ser conferidas em [1]. Um fato interessante é que ha casos que
admitem uma infinidade de solugdes, outros que ndo admitem solugdo e, se ha um nu-
mero finito de solugdes, esse nimero ndo passa de 8. Além disso, em nenhum caso ha
exatamente 7 solucdes. Na literatura, esses problemas sdo geralmente resolvidos por
geometria inversiva ou por régua e compasso. Apresentamos aqui duas solu¢des por
régua e compasso: uma, para o caso Ponto-Ponto-Reta (PP R); e outra, para o caso
Ponto-Reta-Circunferéncia (PRC). Este tltimo caso, embora apare¢cam na Internet
aplicacdes em Java que mostrem uma resolugdo do problema por régua e compasso, é
raro encontrar na literatura justificativas matematicas do porqué da construgdo dessa
resolugdo. Creio que a demonstra¢do por geometria euclidiana de que esses procedi-
mentos geram solucdes verdadeiras € a principal contribui¢c@o deste trabalho. Veremos
que a beleza e a simplicidade dessas construgdes sensibilizam qualquer professor ou
admirador de Matemadtica. As figuras encontradas aqui foram todas geradas em Geo-

IProfessor do Departamento de Matematica da UFSC.
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Gebra [3]

PPR

Dados dois pontos P e (), e uma reta r, o problema consiste em tragar uma cir-
cunferéncia que passa pelos pontos e € tangente a reta 7. Vamos supor aqui apenas 0s
casos que t€m solugdo.

e Se os dois pontos estdo em uma reta paralela a r, o problema recai no problema
PPP, pois o terceiro ponto € o ponto de interse¢do da mediatriz do segmento
PQ com .

e Vamos supor entdo que a reta que passa por P e () intercepta r no ponto S.
Denominando por 7" o ponto de tangéncia de uma circunferéncia solucdo com
r (note que hd exatamente duas circunferéncias solugdes), temos pela Lei das
Secantes que: |ST|?> = |SP|.|SQ|. Logo, para determinar 7', basta calcular
a média geométrica de |SP| e |SQ)| (justifique a construgdo na Figura 1 dessa
média). Observe que, obtendo o comprimento de S7’, o ponto de tangéncia da
outra circunferéncia solucdo estd na outra semirreta determinada por S em r, a
mesma distancia de S (que é o comprimento de ST'). As duas circunferéncias
solugdes resultam, entdo, de dois problemas PP P.

Figura 1: Média Geométrica de |SP| e |SQ)|
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PCR

Vamos discutir aqui apenas os casos em que a reta r dada ou € tangente a circun-
feréncia c dada ou ndo intercepta c (deixamos para o leitor o caso em que r intercepta
¢, que admite 0, 1 ou 2 solugdes, dependendo da posicdo de P).

e Areta r é tangente a c em um ponto 7.

— Se o ponto P dado estd no interior de ¢, a solugdo resulta do caso PPP,
em que os trés pontos sdo 7', P e o simétrico de P em relagdo a reta s, que
¢ perpendicular a r e passa por 7.

— Se o ponto P estd sobre a circunferéncia ¢, pode haver uma solugdo (se
P for T”, o oposto diametralmente a T"), duas solugoes (se P for diferente
de T e T"), e infinitas solugdes (se P = T). A construgdo por régua e
compasso dessas solucdes € deixada para o leitor.

— Se o ponto P estd fora de ¢, temos duas solu¢des: uma é a que passa por
P, T e o simétrico de P em relagéo a reta perpendicular a r que passa por
T; a outra € a que se constroéi a partir de um procedimento similar ao usado
para se construir uma solucdo para o caso em que ¢ ndo é tangente a r, que
€ analisado no préximo ftem.

e A reta r ndo é concorrente com c.

Primeiro, observe que se, em relacdo a r, P e c estdo em lados diferentes, o
problema ndo tem solugdo. Vamos supor entdo que, em relagdo a r, P e c es-
tdo do mesmo lado e que o centro de ¢ é o ponto A. Queremos construir outra
circunferéncia que passe por P e seja simultaneamente tangente a r e a c¢. Tra-
cemos primeiro a reta perpendicular a rque passa por A e que vai intercepta-la
no ponto D. Supondo o problema resolvido, considere a circunferéncia procu-
rada (com centro em F) que passa por P, tangenciando a reta dada no ponto
e a circunferéncia dada em G, conforme a Figura 2.

Revista da ORM/SC n° 12, 2015



Problema de Apoldnio de Perga 83

Figura 2: Problema PC'R resolvido

Observemos que:

(a) Os segmentos BG e GI apoiam-se em uma mesma reta, pois os angu-
los AHB e FEI sao congruentes e, logo, os dngulos BGH e FGI sdo
também congruentes.

(b) Os tridngulos retingulos BGC e B D1 sao semelhantes e, portanto,
|BG|.|BI]|.

BC||BD| =

Agora, vamos considerar a circunferéncia que passa por P, C' e D (ver Figura
3).

Tracemos a reta que liga B a P, que vai interceptar a circunferéncia em .J. Pela
Lei das Secantes, temos que: |BC|.|BD| = |BJ|.|BP)|. Essa mesma reta
intercepta a circunferéncia procurada em um ponto L e, também pela Lei das
Secantes, terfamos que: |BG|.|BI| = |BL|.|BP]|. Portanto, pelas igualdades
acima, |BJ| = |BL|. Ou seja, J = L. Assim, o ponto J pertence a circun-
feréncia procurada, que € a circunferéncia que passa pelos pontos P e J, e que
é tangente a reta dada, e recaimos no problema P PR, ja discutido acima, que
tem duas solugdes. Esse problema tem outras duas solucdes, em que c tangencia
as solugdes por dentro, isto €, ¢ fica no interior das circunferéncias solugdes. O
procedimento é o mesmo, permutando-se os pontos B e C. Agora, o ponto G de
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tangéncia entre as duas circunferéncias € interno e estd alinhado com os pontos
B (antigo C') e I, que € o ponto de tangéncia da circunferéncia solugdo com 7.
E deixado para o leitor a continuagio do procedimento para achar o novo ponto
J (= L). Recaimos de novo no caso PP R, que tem duas solugdes.

Figura 3: A interse¢do da circunferéncia que passa por P, C'e D com a reta que liga
B a P pertence a uma circunferéncia solugdo

Referéncias

[1] A. Bruen, J. C. Fisher and J. B. Wilker, Apollonius by Inversion, Mathematics
Magazine 56 (2), 97-103, 1983.

[2] H. Dorrie, 100 Great Problems of Elementary Mathematics, New York: Do-
ver Publications, 1965.

[3] GeoGebra: http://www.geogebra.org.
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Congresso Internacional de Matematicos (ICM) 2018

O Congresso Internacional de Mateméticos foi criado em 1897 e é o evento sobre
Matematica mais importante do mundo. Nele, matematicos de todos os lugares do
mundo se retinem para relatar as tltimas descobertas em todas as dreas da matema-
tica e também para desenvolver novos projetos. A edi¢do mais recente ocorreu em
2014 em Seul, Coreia do Sul, onde o brasileiro Artur Avila, 35 anos, ganhou a me-
dalha Fields (considerado por alguns como o Nobel da Matemitica, como foi falado
na edi¢d@o anterior da revista da ORM). E agora, temos uma boa noticia para nés bra-
sileiros: a préxima edi¢do do congresso sera realizada no Brasil. Serd a primeira vez
na histéria que um pafs da América Latina (e também do Hemisfério Sul) recebera
esse importante evento. O site do ICM 2018 ja estd disponivel e pode ser acessado em
http://www.icm2018.org/.

Sobre o niimero 37
Veja o que acontece ao multiplicarmos 37 por multiplos de 3:

3x37=111
6 x 37 =222
9 x 37 =333
12 x 37 =444
15 x 37 = 555
18 x 37 = 666
21 x 37 =777
24 x 37 =888
27 x 37 =999.
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Quadrado Magico

Provavelmente vocé deve conhecer o quadrado magico

= W

1
5)
9

N D

que possui a propriedade de ter a soma de todas as linhas, colunas e diagonais iguais
a 15. Pois bem, ele possui mais uma propriedade “quadrada” e “magica”: se vocé
ler as linhas como nimeros, de trds para frente e vice-versa, e eleva-los ao quadrado,
teremos:

8162 + 3577 + 4927 = 618% + 7537 + 2947,

Migica?

Niimeros Hexagonais

Os seguintes nimeros podem ser arranjados em um hexdgono, sempre comeg¢ando
com um ponto no centro:

®
w @
@
@
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1. (Proposto na Revista da ORM, nimero 11): A seguinte afirmagdo € falsa: "Se
Ay, Ag, ..., A, ndo é um poligono convexo, entdo o poligono By, Bs, ..., B,
sempre é convexo, em que By, Bs, ..., By, sdo pontos médios de Ay, Ao, ..., A,".
Ache um contra-exemplo.

SOLUCAO (apresentada por Sidinei Lindomar da Rocha Junior, aluno de gra-
duagdo do Curso de Matematica - Licenciatura da UFSC)

Contra-Exemplo:

A7
FA4
B5
B3
A6
. B4 A5
B6
B2
A2
B7
B1
A1
A3

Problema 2

2. (Proposto na Revista da ORM, nimero 11): Seja 0° < § < 90°. Quem é maior:
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Solu¢des dos Problemas Propostos

14 tg(#) ou sen(d) + cos(0)?

SOLUCAO (apresentada por Ben-Hur Eidt e Gabriel Simon Schafaschek, alu-
nos de graduacdo do Curso de Matematica - Licenciatura da UFSC)

0  cost 0
Sabemos que 1 +tgf = 1 + sen cosU+ sen

cosf cost

cost + sen9 cosf + sent
Se tivéssemos < , como cosf é sempre maior que

zero (pois 0 < 6 < 90") entao cos@—l—sen@ < (cosf+senf)cos — 1 < cosé),
o que é um absurdo, pois 0" <0<90 — 1> cosh > 0.
senf _ cosl + send

Assim, temos que 1 +tgf = 1 + 7 > 1 = cosf + senb.
cos

Logo, 1 + tgf > cosf + senf.
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Convidamos o leitor a enviar solugdes dos problemas propostos e a sugerir no-
vos problemas para as proximas edicoes. As melhores solucoes serdo publicadas na
proxima edigcdo e os autores receberdo um exemplar da mesma (Veja "Informagoes
Gerais").

1. (Proposto pelo Professor Anténio Vladimir Martins, do Departamento de Ma-
temdtica da UFSC)

Prove que

1
S = %(100)(101)(201)(10099)(3.1012+9.1010+2.108—11.106+3.104+995)

é inteiro.

2. (Proposto pelo Professor Antonio Viadimir Martins, do Departamento de Ma-
temdtica da UFSC)

As paredes de uma galeria de arte formam um poligono simples de n lados (re-
gular ou ndo, convexo ou ndo). Deseja-se obter o nimero minimo de guardas
para cuidar da galeria. Os guardas devem ser colocados em locais fixos e s
podem mexer a cabega para vigiar.

6
Dé um exemplo de um hexdgono tal que g(6) = {3] = 2 e um exemplo de um

11
undecdgono tal que g(11) = {3} =3
3. (Proposto pelo Professor Antonio Viadimir Martins, do Departamento de Ma-

temdtica da UFSC)

Uma das questdes da 70 Competicdo Matemadtica William Lowell Putman -

EUA (o primeiro lugar recebe 25000 ddlares) pede para mostrar que todo raci-

onal positivo pode ser escrito como um quociente de fatoriais de primos (ndo
712!

necessariamente distintos). Por exemplo: = = ———.

) PO 8 = 31313151

17
a) Escrever nessa forma os nimeros 11 e 2

!
b) “Todo primo pode ser escrito desta forma". (Sugestﬁo: p= P )
p—
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Problemas Propostos

4. (Proposto pelo Professor José Luiz Rosas Pinho, tutor do PET Matemadtica)

Dada um circunferéncia de raio R encontrar as dimensdes do tridngulo isdsceles
inscrito nessa circunferéncia cuja soma da base com a altura relativa a essa base
no tridngulo é mdxima. Resolver sem usar ferramentas do Célculo Diferencial.

(Sugestdo: construa inicialmente, com régua e compasso, esse tridngulo.)

(Observagao: esse problema estd proposto no TCC, em elaboragdo, do aluno
Féabio Brinkmann, para obten¢@o do titulo de Licenciado em Matematica pela
UFSC.)
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Premiados da ORM em Olimpiadas de Matematica

Airton José Schmitt Junior - Biguacu

Medalha de Bronze na 4* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2008 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na 5% Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
em 2009 (Nivel 1)

Mencao Honrosa na 6* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptiblicas em
2010 (Nivel 2)

Mencao Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2011 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na 7* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
em 2011 (Nivel 2)

Amadeo Zimermann - Sdo Pedro de Alcantara

Medalha de Bronze na 3* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2007 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na 4* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
em 2008 (Nivel 2)

Medalha de Prata na 5* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na 6* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2010 (Nivel 3)

Medalha de Prata na XIV Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2011 (Nivel 3)

Mencao Honrosa na 7% Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptiblicas em
2011 (Nivel 3)

Ana Carolina de Medeiros da Silva - Joinville

Medalha de Bronze na 5* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2009 (Nivel 1)

Mencao Honrosa na XIII Olimpifada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2010 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na 6* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2010 (Nivel 1)
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Anderson Negreli - Sio Bento do Sul

Medalha de Bronze na 3? Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2007 (Nivel 1)

Medalha de Prata na XI Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2008 (Nivel 1)

Mencao Honrosa na 4* Olimpiada Brasileira de Matemaética das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 1)

Mencao Honrosa na XII Olimpfada Regional de Matemética de Santa Catarina em
2009 (Nivel 2)

Mencao Honrosa na 5* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 2)

Medalha de Prata na 6* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 2)

Mengdo Honrosa na 7* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2011 (Nivel 3)

André Victéria Matias - Cricitima

Mencao Honrosa na 1* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas em
2005 (Nivel 1)

Mencao Honrosa na 2* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptiblicas em
2006 (Nivel 2)

Mengdo Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2011 (Nivel 3)

Bruno da Silveira Dias - Florianépolis

Medalha de Ouro e Prémio William Glenn Whitley na XII Olimpiada Regional de
Matematica de Santa Catarina em 2009 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na XXXI Olimpiada Brasileira de Matemdtica em 2009 (Nivel 1)

Bruno Leonardo Schneider - Sao José

Medalha de Bronze na I Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
1998 (Nivel 1)

Medalha de Prata na I Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em 1999
(Nivel 1)

Medalha de Bronze na XXI Olimpiada Brasileira de Matemadtica em 1999 (Nivel 1)
Mengdo Honrosa na III Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina em 2000
(Nivel 2)
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Mencao Honrosa na IV Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2001 (Nivel 2)

Mencao Honrosa na V Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em 2002
(Nivel 3)

Medalha de Prata na VI Olimpiada Regional de Matemética de Santa Catarina em
2003 (Nivel 3)

Medalha de Prata na VII Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2004 (Nivel 3)

Bruno Mota - Joinville

Mencao Honrosa na 5* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptblicas em
2009 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na XIII Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2010 (Nivel 1)

Medalha de Ouro na 6* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 1)

Meng¢do Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2011 (Nivel 2)

Mencao Honrosa na 7* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptiblicas em
2011 (Nivel 2)

Bruno Nunes - Joinville

Mencao Honrosa na XII Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina em
2009 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na 5* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2009 (Nivel 1)

Mencao Honrosa na 6* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptblicas em
2010 (Nivel 2)

Carlos Bruno Medeiros da Costa Pereira Neto - Joinville

Medalha de Bronze na XII Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2009 (Nivel 1)

Mencao Honrosa na 5* Olimpiada Brasileira de Matemaética das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 1)

Medalha de Prata na XIII Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina em
2010 (Nivel 1)
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Medalha de Ouro na 6* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na 7* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2011 (Nivel 2)

Caroline da Silveira - Joinville

Medalha de Prata na 4* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na XII Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina em
2009 (Nivel 1)

Medalha de Ouro na 5* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 1)

Mencao Honrosa na 6* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptiblicas em
2010 (Nivel 2)

Douglas Ohf - Joinville

Mencao Honrosa na XII Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2009 (Nivel 1)

Medalha de Ouro na 5* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na XIII Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2010 (Nivel 1)

Medalha de Ouro na 6* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na 7* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2011 (Nivel 2)

Eduardo Adelano Agostini Pasold - Timbé

Mencao Honrosa na 3* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptiblicas em
2007 (Nivel 1)

Mencgdo Honrosa na XII Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2009 (Nivel 2)

Mencao Honrosa na 5* Olimpiada Brasileira de Matemaética das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 2)
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Eduardo José Mendes - Biguacu

Mencao Honrosa na 1* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptiblicas em
2005 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na 2* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2006 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na 3* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2007 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na XI Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina em
2008 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na 4* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
em 2008 (Nivel 2)

Mencao Honrosa na 6* Olimpiada Brasileira de Matemaética das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 3)

Medalha de Bronze na 7* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
em 2011 (Nivel 3)

Eduardo Lennert Rammé - Joinville

Medalha de Bronze na 6* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2010 (Nivel 1)

Medalha de Ouro na XIV Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2011 (Nivel 1)

Mencio Honrosa na XXXIII Olimpiada Brasileira de Matematica em 2011 (Nivel 1)
Medalha de Ouro na 7* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2011 (Nivel 1)

Elisangela Dornelles - Massaranduba

Meng¢do Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2011 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na 7* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2011 (Nivel 1)

Felipe Paupitz Schilichting - Florianépolis

Medalha de Ouro na II Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em 1999
(Nivel 1)

Mengdo Honrosa na XXI Olimpiada Brasileira de Matematica em 1999 (Nivel 1)
Medalha de Ouro na III Olimpifada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2000 (Nivel 2)
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Medalha de Ouro na IV Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2001 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na XXIII Olimpiada Brasileira de Matematica em 2001 (Nivel 2)
Medalha de Ouro na V Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em 2002
(Nivel 3)

Medalha de Ouro na VI Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2003 (Nivel 3)

Medalha de Ouro na VII Olimpiada Regional de Matemética de Santa Catarina em
2004 (Nivel 3)

Fernanda Momm Antunes - Joinville

Mencao Honrosa na XI Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina em
2008 (Nivel 1)

Medalha de Prata na 4* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 1)

Mencio Honrosa na XII Olimpfada Regional de Matemética de Santa Catarina em
2009 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na 5% Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2009 (Nivel 1)

Meng¢ao Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2011 (Nivel 2)

Fernando Luiz Alves Lapa - Joinville

Mengio Honrosa na 4* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptblicas em
2008 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na 5% Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2009 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na 6* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2010 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na XIV Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2011 (Nivel 3)

Mencao Honrosa na 7* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas em
2011 (Nivel 3)

Gabriel Augusto Moreira - Joinville
Mengio Honrosa na 3* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Ptblicas em
2007 (Nivel 1)
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Medalha de Bronze na XII Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2009 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na 5% Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2009 (Nivel 2)

Gabriel Machado - Massaranduba

Mencao Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2011 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na 7* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2011 (Nivel 2)

Gislaine Hoffmann - Anténio Carlos

Medalha de Prata na 1* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2005 (Nivel 1)

Medalha de Prata na 2* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2006 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na 3* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2007 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na 4* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na 5% Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2009 (Nivel 3)

Medalha de Bronze na XIII Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2010 (Nivel 3)

Mencao Honrosa na 6* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 3)

Medalha de Bronze na 7* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2011 (Nivel 3)

Giuliano Boava - Cricitima

Medalha de Ouro na II Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em 1999
(Nivel 3)

Medalha de Prata na XXI Olimpiada Brasileira de Matemdtica em 1999 (Nivel 3)
Mencao Honrosa na III Olimpiada Iberoamericana de Matemdtica Universitdria em
2000

Medalha de Bronze na XXIII Olimpiada Brasileira de Matemadtica Universitiria em
2001
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Mencao Honrosa na IV Olimpiada Iberoamericana de Matemadtica Universitaria em
2001

Medalha de Prata na XXIV Olimpiada Brasileira de Matemdtica Universitdria em
2002

Mencao Honrosa na V Olimpiada Iberoamericana de Matemadtica Universitiria em
2002

Medalha de Bronze na XXV Olimpiada Brasileira de Matematica Universitdria em
2003

Medalha de Bronze (Third Prize) na X Internacional Mathematical Competition for
University Students em 2003 - Cluj-Napoca, Roménia

Mencao Honrosa na XX VI Olimpfada Brasileira de Matematica Universitaria em 2004

Guilherme Rohden Echelmeier - Itajai

Medalha de Prata na III Olimpfada Regional de Matemdtica de Santa Catarina em
2000 (Nivel 1)

Medalha de Ouro na XXII Olimpiada Brasileira de Matematica em 2000 (Nivel 1)
Medalha de Ouro na IV Olimpiada Regional de Matemética de Santa Catarina em
2001 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na V Olimpiada Regional de Matemética de Santa Catarina em 2002
(Nivel 2)

Medalha de Prata na XXIV Olimpiada Brasileira de Matematica em 2002 (Nivel 2)
Medalha de Ouro na VI Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2003 (Nivel 3)

Medalha de Ouro na VII Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2004 (Nivel 3)

Medalha de Ouro na VIII Olimpiada Regional de Matemitica de Santa Catarina em
2005 (Nivel 3)

Guilherme Weber Menon - Joinville

Mencao Honrosa na 4* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptblicas em
2008 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na XIV Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2011 (Nivel 3)

Gustavo Bernardo de Oliveira - Joinville
Mengio Honrosa na 2* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptblicas em
2006 (Nivel 2)
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Medalha de Ouro na XIII Olimpiada Regional de Matemética de Santa Catarina em
2010 (Nivel 3)

Gustavo Lisbéa Empinotti - Florianopolis

Medalha de Prata na XXVII Olimpiada Brasileira de Matematica em 2005 (Nivel 1)
Medalha de Ouro na IX Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2006 (Nivel 2)

Medalha de Prata na XXVIII Olimpiada Brasileira de Matemética em 2006 (Nivel 2)
Medalha de Ouro e Prémio William Glenn Whitley na X Olimpfada Regional de Ma-
tematica de Santa Catarina em 2007 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na XXIX Olimp{ada Brasileira de Matemética em 2007 (Nivel 2)
Mengao Honrosa na 13? Olimpiada de Maio em 2007 (Nivel 2)

Medalha de Ouro e Prémio William Glenn Whitley na XI Olimpiada Regional de Ma-
tematica de Santa Catarina em 2008 (Nivel 3)

Medalha de Bronze na XXX Olimpiada Brasileira de Matematica em 2008 (Nivel 3)
Medalha de Bronze na XIX Olimpiada de Matematica do Cone Sul em 2008 - Te-
muco, Chile

Medalha de Prata na XXXI Olimpiada Brasileira de Matematica em 2009 (Nivel 3)
Medalha de Bronze na LI Olimpiada Internacional de Matemdtica em 2010 - Astana,
Cazaquistao

Medalha de Bronze na III Romanian Master in Mathematics em 2010

Medalha de Bronze na Asian Pacific Mathematics Olympiad em 2010

Medalha de Prata na 25 Olimpiada Iberoamericana de Matemadtica em 2010 - Assun-
¢ao, Paraguai

Medalha de Ouro na XXXII Olimpiada Brasileira de Matematica em 2010 (Nivel 3)
Mencao Honrosa na IV Romanian Master in Mathematics em 2011

Medalha de Prata na Asian Pacific Mathematics Olympiad em 2011

Medalha de Bronze na LII Olimpiada Internacional de Matematica em 2011 - Ams-
terdd, Holanda

Hanna Kurihara e Silva - Florianépolis

Medalha de Bronze na II Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
1999 (Nivel 1)

Mencao Honrosa na III Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em 2000
(Nivel 1)

Mengio Honrosa na XXII Olimpiada Brasileira de Matematica em 2000 (Nivel 1)
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Medalha de Bronze na IV Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2001 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na V Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina em 2002
(Nivel 2)

Mencao Honrosa na VI Olimpiada Regional de Matemética de Santa Catarina em
2003 (Nivel 3)

Helena Carolina Rengel Koch - Jaragua do Sul

Meng¢do Honrosa na VIII Olimpiada Regional de Matemética de Santa Catarina em
2005 (Nivel 1)

Mencao Honrosa na 2* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas em
2006 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na 3? Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2007 (Nivel 2)

Mencdo Honrosa na XI Olimpiada Regional de Matemética de Santa Catarina em
2008 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na 4* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2008 (Nivel 2)

Mencao Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina em
2011 (Nivel 3)

Ivani Ivanova Ivanova - Blumenau

Mencao Honrosa na 1* Olimpiada Brasileira de Matemaética das Escolas Publicas em
2005 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na 2* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2006 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na 3* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
em 2007 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na 4* Olimpiada Brasileira de Matemdtica das Escolas Piblicas em
2008 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na XII Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2009 (Nivel 3)

Medalha de Ouro na 5* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 3)

Medalha de Bronze na XIII Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2010 (Nivel 3)
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Medalha de Bronze na 6* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2010 (Nivel 3)

Medalha de Prata na XIV Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2011 (Nivel 3)

Janine Garcia - Sao Francisco do Sul

Mencao Honrosa na 4* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptblicas em
2008 (Nivel 2)

Mencao Honrosa na XII Olimpfada Regional de Matemaética de Santa Catarina em
2009 (Nivel 2)

Mencgdo Honrosa na 5* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptblicas em
2009 (Nivel 2)

Mencao Honrosa na 7* Olimpiada Brasileira de Matemaética das Escolas Publicas em
2011 (Nivel 3)

Joao Marcos Carnieletto Nicolodi - Florianopolis

Medalha de Ouro na XI Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina em
2008 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na XXX Olimpiada Brasileira de Matematica em 2008 (Nivel 1)
Medalha de Ouro na XII Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2009 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na XIII Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2010 (Nivel 2)

Julia Almeida Oliveira - Joacaba

Mencao Honrosa na 6* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptblicas em
2010 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na XIV Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2011 (Nivel 1)

Mencgio Honrosa na 7* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptblicas em
2011 (Nivel 1)

Jilia Bertelli - Joinville

Medalha de Prata na XII Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2009 (Nivel 1)

Medalha de Ouro e Prémio William Glenn Whitley na XIII Olimpiada Regional de
Matematica de Santa Catarina em 2010 (Nivel 1)
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Menc¢ao Honrosa na XXXII Olimpiada Brasileira de Matematica em 2010 (Nivel 1)
Medalha de Prata na 17* Olimpiada de Maio em 2011 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na XIV Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2011 (Nivel 2)

Julia Heck Deters - Itapiranga

Mencao Honrosa na XIII Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2010 (Nivel 1)

Mencao Honrosa na 6* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptiblicas em
2010 (Nivel 1)

Karina Livramento dos Santos - Navegantes

Medalha de Bronze na 3* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2007 (Nivel 1)

Medalha de Ouro na 4* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 1)

Medalha de Prata na XII Olimpiada Regional de Matemética de Santa Catarina em
2009 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na 5* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2009 (Nivel 2)

Medalha de Prata na XIII Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2010 (Nivel 2)

Medalha de Prata na 6* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 2)

Mencao Honrosa na 7* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas em
2011 (Nivel 3)

Laiane Freitas Suzart - Joinville

Medalha de Bronze na XII Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina em
2009 (Nivel 2)

Mengio Honrosa na 5* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Ptblicas em
2009 (Nivel 2)

Mencao Honrosa na 6* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptiblicas em
2010 (Nivel 3)

Mencao Honrosa na 7* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptiblicas em
2011 (Nivel 3)
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Leandro Augusto Lichtenfelz - Blumenau

Medalha de Ouro na VI Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2003 (Nivel 3)

Medalha de Bronze na XXX Olimpiada Brasileira de Matematica Universitaria em
2008

Medalha de Prata (Second Prize) na X VI Internacional Mathematical Competition for
University Students em 2009 - Budapeste, Hungria

Leandro Jun Kimura - Joinville

Mencao Honrosa na 3* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptiblicas em
2007 (Nivel 1)

Mengdo Honrosa na XI Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2008 (Nivel 1)

Medalha de Prata na 4* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 1)

Mencao Honrosa na XII Olimpfada Regional de Matemaética de Santa Catarina em
2009 (Nivel 2)

Mencao Honrosa na 5* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptblicas em
2009 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na XIII Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2010 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na 6* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2010 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na XIV Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2011 (Nivel 3)

Mencao Honrosa na 7* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptiblicas em
2011 (Nivel 3)

Leandro Roza Livramento - Florianépolis

Mencao Honrosa na 4* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptiblicas em
2008 (Nivel 3)

Mencao Honrosa na XII Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2009 (Nivel 3)

Medalha de Bronze na 5% Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2009 (Nivel 3)

Medalha de Bronze na 6* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2010 (Nivel 3)
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Leonardo Gongalves Fischer - Fraiburgo

Medalha de Bronze na XXVII Olimpiada Brasileira de Mateméatica em 2005 (Nivel 1)
Medalha de Prata na IX Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina em
2006 (Nivel 2)

Mencao Honrosa na 12* Olimpiada de Maio em 2006 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na X Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina em
2007 (Nivel 2)

Medalha de Prata na XIII Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina em
2010 (Nivel 3)

Leonardo Lennert Rammé - Joinville

Medalha de Bronze na 6* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
em 2010 (Nivel 1)

Meng¢do Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2011 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na 7* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
em 2011 (Nivel 2)

Leonard Henrrik Wodtke - Joinville

Mencao Honrosa na XII Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2009 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na 5% Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2009 (Nivel 2)

Mengio Honrosa na 7* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptblicas em
2011 (Nivel 3)

Leticia Perini - Timb6

Menc¢do Honrosa na VII Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina em
2004 (Nivel 1)

Mencao Honrosa na 1* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptiblicas em
2005 (Nivel 1)

Mencao Honrosa na 2* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptblicas em
2006 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na 3* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2007 (Nivel 2)

Meng¢do Honrosa na XII Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina em
2009 (Nivel 3)
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Mencao Honrosa na XIII Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2010 (Nivel 3)

Lucas Bruno Barbosa Sandoval - Florianépolis

Medalha de Ouro na 1* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2005 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na IX Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2006 (Nivel 3)

Mencao Honrosa na 2* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptiblicas em
2006 (Nivel 3)

Lucas Lolli Savi - Florianopolis

Medalha de Ouro na III Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2000 (Nivel 2)

Meng¢do Honrosa na XXII Olimpiada Brasileira de Matematica em 2000 (Nivel 2)
Medalha de Bronze na V Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2002 (Nivel 3)

Luis Fernando Momm Antunes - Joinville

Mencao Honrosa na 5* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptblicas em
2009 (Nivel 1)

Meng¢ao Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2011 (Nivel 2)

Luiz Fernando Bossa - Brusque

Mencgdo Honrosa na 1* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptblicas em
2005 (Nivel 1)

Mencao Honrosa na 2* Olimpiada Brasileira de Matemaética das Escolas Publicas em
2006 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na 3* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2007 (Nivel 2)

Medalha de Prata na 4* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na XII Olimpiada Regional de Matemidtica de Santa Catarina em
2009 (Nivel 3)

Medalha de Prata na 5* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 3)
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Medalha de Ouro na XIII Olimpiada Regional de Matemética de Santa Catarina em
2010 (Nivel 3)
Medalha de Prata na 6* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 3)
Medalha de Ouro na 7* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2011 (Nivel 3)

Mikhail Zimmer Heidrich - Lages

Mengdo Honrosa na 3* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Ptblicas em
2007 (Nivel 1)

Medalha de Prata na 4* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 1)

Mencao Honrosa na 5* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptiblicas em
2009 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na XIII Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2010 (Nivel 2)

Natalia Deyse Koch - Chapecé

Medalha de Ouro na 2* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2006 (Nivel 1)

Medalha de Ouro na 3* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2007 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na 4* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2008 (Nivel 2)

Medalha de Prata na 5* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 2)

Mencao Honrosa na 6* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 3)

Meng¢do Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2011 (Nivel 3)

Medalha de Bronze na 7* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2011 (Nivel 3)

Natan Cardozo Leal - Sdo Bento do Sul
Medalha de Ouro na VII Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina em
2004 (Nivel 1)
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Medalha de Ouro na VIII Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina em
2005 (Nivel 2)

Mencdo Honrosa na IX Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina em
2006 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na 2? Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2006 (Nivel 2)

Mencao Honrosa na X Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em 2007
(Nivel 3)

Medalha de Prata na 3* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2007 (Nivel 3)

Medalha de Prata na XI Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina em
2008 (Nivel 3)

Medalha de Prata na 4* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 3)

Medalha de Prata na XII Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2009 (Nivel 3)

Medalha de Prata na 5* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 3)

Nicole Braga de Medeiros Nicolak - Joinville

Mencao Honrosa na 2* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptblicas em
2006 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na X Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2007 (Nivel 1)

Mengdo Honrosa na 3* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Ptblicas em
2007 (Nivel 1)

Mencao Honrosa na 4* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas em
2008 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na XII Olimpiada Regional de Matemética de Santa Catarina em
2009 (Nivel 2)

Mencgao Honrosa na 5* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptblicas em
2009 (Nivel 2)

Renan Henrique Finder - Joinville
Medalha de Ouro na VI Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina em
2003 (Nivel 1)
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Medalha de Prata na VII Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2004 (Nivel 1)

Medalha de Prata na XXVI Olimpiada Brasileira de Matematica em 2004 (Nivel 1)
Medalha de Ouro na VIII Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2005 (Nivel 2)

Mengdo Honrosa na XXVII Olimpiada Brasileira de Matematica em 2005 (Nivel 2)
Medalha de Ouro e Prémio William Glenn Whitley na IX Olimpiada Regional de Ma-
tematica de Santa Catarina em 2006 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na XXVIII Olimpiada Brasileira de Matemética em 2006 (Nivel 2)
Medalha de Bronze na 12 Olimpiada de Maio em 2006 (Nivel 2)

Medalha de Prata na XXIX Olimpiada Brasileira de Matematica em 2007 (Nivel 3)
Medalha de Ouro na XVIII Olimpiada de Matemaética do Cone sul em 2007 - Uruguai
Medalha de Prata na XXX Olimpiada Brasileira de Matemética em 2008 (Nivel 3)
Medalha de Prata na 23* Olimpiada Iberoamericana de Matemaética em 2008 - Brasil
Medalha de Prata na 49* Olimpiada Internacional de Matematica em 2008 - Madri,
Espanha

Medalha de Prata na 50* Olimpiada Internacional de Matematica em 2009 - Bremen,
Alemanha

Medalha de Ouro na 24* Olimp{ada Iberoamericana de Matemética em 2009 - Santi-
ago de Querétaro, México

Medalha de Ouro na XXXI Olimpiada Brasileira de Matematica em 2009 (Nivel 3)
Medalha de Ouro na XXXII Olimpiada Brasileira de Matematica Universitiria em
2010

Medalha de Ouro na XXXIII Olimpiada Brasileira de Matematica Universitdria em
2011

Medalha de Ouro (First Prize) na XVIII International Mathematics Competition for
University Students em 2011

Medalha de Prata na III Competicdo Iberoamericana Interuniversitaria de Matemadtica
em 2011 - Quito, Equador

Medalha de Ouro (First Prize) na XIX Internacional Mathematical Competition for
University Students em 2012 - Blagoevgrad, Bulgéria

Medalha de Ouro na IV Competicao Iberoamericana Interuniversitaria de Matematica
em 2012 - Guanajuato, México

Rodrigo Vicente Cercal - Joinville
Mengdo Honrosa na 6* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Ptblicas em
2010 (Nivel 1)
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Menc¢do Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2011 (Nivel 1)
Mencao Honrosa na 7* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptiblicas em
2011 (Nivel 1)

Rogério Hannemann Junior - Joinville

Mencao Honrosa na 1* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptblicas em
2005 (Nivel 1)

Mencao Honrosa na 2* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptiblicas em
2006 (Nivel 2)

Mencgio Honrosa na 3* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptblicas em
2007 (Nivel 2)

Mencao Honrosa na XIII Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2010 (Nivel 3)

Ruan Victor Soares da Silva - Joinville

Medalha de Prata na 5* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 1)

Medalha de Prata na XIII Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2010 (Nivel 1)

Medalha de Ouro na 6* Olimpiada Brasileira de Matemdtica das Escolas Piblicas em
2010 (Nivel 1)

Mengio Honrosa na 7* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptblicas em
2011 (Nivel 2)

Shadi Bavar - Blumenau

Medalha de Prata na XII Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2009 (Nivel 1)

Medalha de Bronze na XXXI Olimpiada Brasileira de Matemética em 2009 (Nivel 1)
Mencgdo Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2011 (Nivel 2)

Sidnei Rodrigo Dos Santos - Jaragua do Sul

Mencao Honrosa na 2* Olimpiada Brasileira de Matemaética das Escolas Publicas em
2006 (Nivel 1)

Medalha de Prata na 3* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2007 (Nivel 1)
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Medalha de Bronze na 4* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas
em 2008 (Nivel 2)

Medalha de Ouro na 5* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2009 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na XIV Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2011 (Nivel 3)

Simon Joel Warkentin - Joinville

Mencao Honrosa na 6* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptiblicas em
2010 (Nivel 1)

Mengdo Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2011 (Nivel 1)

Mencao Honrosa na 7* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptiblicas em
2011 (Nivel 1)

Tiago Madeira - Itajai

Medalha de Ouro na V Olimpiada Regional de Matemética de Santa Catarina em 2002
(Nivel 1)

Mencgao Honrosa na XXIV Olimpiada Brasileira de Matematica em 2002 (Nivel 1)
Medalha de Bronze na VI Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2003 (Nivel 2)

Medalha de Bronze na 9* Olimpiada de Maio em 2003 (Nivel 1)

Medalha de Ouro na VII Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina em
2004 (Nivel 2)

Mencao Honrosa na VIII Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2005 (Nivel 3)

Medalha de Bronze na 11* Olimpiada de Maio em 2005 (Nivel 2)

Mencao Honrosa na IX Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina em
2006 (Nivel 3)

Medalha de Prata na X Olimpiada Regional de Matemaética de Santa Catarina em 2007
(Nivel 3)

Vitor Costa Fabris - Criciima

Mencao Honrosa na VI Olimpiada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2003 (Nivel 1)

Medalha de Ouro na VII Olimpiada Regional de Matemdtica de Santa Catarina em
2004 (Nivel 1)
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Menc¢do Honrosa na XX VI Olimpiada Brasileira de Matematica em 2004 (Nivel 1)
Mencao Honrosa na VIII Olimpfada Regional de Matemadtica de Santa Catarina em
2005 (Nivel 2)

Medalha de Prata na IX Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2006 (Nivel 2)

Vitor Probst Curtarelli - Timbé

Mencao Honrosa na 5* Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Ptiblicas em
2009 (Nivel 1)

Medalha de Prata na 6* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas em
2010 (Nivel 1)

Meng¢ao Honrosa na XIV Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina em
2011 (Nivel 2)

Medalha de Prata na 7* Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Piblicas em
2011 (Nivel 2)
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Envio de Problemas e Soluc¢oes

As secdes de problemas propostos e solucdes sdo se¢des dindmicas. Contribua
propondo problemas ou enviando-nos suas solugdes de qualquer problema proposto.
Os problemas ndo devem exigir, de preferéncia, conteidos de matematica de nivel
universitdrio, porém, podem ter solucdes alternativas usando estes contetidos.

Envio de Artigos

Professores do ensino fundamental e médio, professores universitarios, bem como
alunos de graduagdo e pés-graduacdo estdo convidados a enviar seus artigos para a
revista.

Artigos submetidos para publicacdo serdo analisados pela comissao editorial. Os
artigos devem abordar os temas de forma clara e ndo eminentemente técnica e ndo
devem necessitar, como pré-requisitos, conhecimentos de matematica de nivel univer-
sitdrio.

Nao h4 exigéncia de um editor de texto em particular mas, caso o autor conheca e
utilize o ISTEX, entdo o artigo deverd ser preferencialmente submetido neste formato.

Cadastramento

Diretores, coordenadores e professores de matemadtica que desejarem que seus
alunos participem das olimpiadas (OBM e ORM) devem cadastrar suas escolas. O ca-
dastramento para a OBM e ORM ¢ feito somente no site da OBM (www.obm.org.br).
Escolas ja cadastradas em anos anteriores deverdo confirmar a cada novo ano a sua
inscricdo. Para o cadastramento serd necessario o cddigo do Inep da escola. Existe
um periodo para cadastramento ou confirmagdo. Consulte o site da OBM. No site ndo
aparece a op¢do para cadastramento na ORM. As escolas cadastradas para a OBM es-
tardo automaticamente cadastradas para a ORM. No cadastramento deve ser indicado
o nome de apenas um dos seguintes coordenadores regionais: José Luiz Rosas Pinho
ou Licio Hernanes Bezerra).

Alunos interessados em participar das olimpiadas devem solicitar a seus professo-
res de matemadtica que cadastrem a escola. Lembramos que as olimpiadas de matema-
tica sdo feitas para os alunos, ndo sendo uma competic@o entre escolas. Assim sendo,
espera-se que as escolas estimulem seus alunos a participar e que, no minimo, apoiem
aqueles alunos que assim o desejarem.
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Como adquirir a revista

Esta revista estd sendo distribuida gratuitamente a diversas escolas do estado de
Santa Catarina (um exemplar por escola). Escolas que ndo receberem a revista podem
solicitar o envio da mesma.

Além disso, a revista é enviada as universidades federais brasileiras (um exemplar
por IES), por intermédio da Biblioteca Universitdria da UFSC.

Fale Conosco

Entre em contato conosco para esclarecer suas didvidas, dar sugestdes ou fazer
correcOes por:
— nosso site: www.orm.mtm.ufsc.br
— telefone/Fax: (48) 37214595 (PET Matematica)
— e-mail: orm@pet.mtm.ufsc.br
— endereco: PET Matematica
Departamento de Matematica - CFM
UFSC - Universidade Federal de Santa Catarina
Campus Universitdrio - Trindade
88040-900 — Florianépolis/SC
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