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Problema 1. Em um campeonato de futebol, cada time jogou duas partidas contra os demais (portanto, o time
A jogou duas partidas contra o time B, duas partidas contra o time C, e assim sucessivamente). Em seguida, os
dois melhores colocados disputaram a final, em jogo tinico. Ao final do campeonato foram jogadas 133 partidas.
Qual foi o nimero de times que participaram deste campeonato?

a) 10 b) 11 c) 12 d) 14 e) 20

Resolugao: Denotando por n o numero de times, veja que uma partida da primeira fase fica determinada se
escolhermos um dos times (n possibilidades), e em seguida o seu adversario (n — 1 possibilidades). Assim, pelo
principio multiplicativo, o nimero de partidas disputadas na primeira fase é dado por n-(n—1). Note que neste
problema, estamos considerando A X B e B x A como partidas diferentes, pois cada time jogou duas partidas
contra os demais. Como a final foi disputada em jogo tnico, o nimero de partidas da primeira fase é dado por
133 — 1 = 132. Assim, segue que n - (n — 1) = 132, e portanto n = 12.

(Alternativa C)

Problema 2. Um lojista remarcou o prego de uma televisdo, baixando-o em 20%. No dia seguinte, arrependido,
ele aumentou em 20% o prego remarcado. Comparado com o prego inicial, ao final, o preco da televisdo ficou:

a) 4% menor. b) 4% maior. €) 0 mesmo. d) 2% maior. e) 2% menor.

Resolugao: Seja P, o preco inicial da televisdo. Ao reduzi-lo em 20%, o preco da televisdo passou a ser

80P,
P = 1000. Quando o lojista aumentou em 20% o preco remarcado, o preco final, P2, ficou
80P,
b, _ 120P _ 1209007 12.8-P,  96R,
*~ 7100 100 100 100

Portanto, o prego final da televisdo ¢ 96% do preco inicial, ou seja, 4% menor do que o prego inicial.

(Alternativa A)

Problema 3. Em um triangulo retangulo AABC com angulo reto em A, temos que AB =3 cm e AC = 4 cm.
Seja D um ponto no lado AC tal que BD é a bissetriz do dngulo ZABC. A &area do tridngulo ABCD é igual a:

12-3v3 15
—(——— cm-.

9
= cm? 5 c) 3 cm?. d) — cm?. e) 6 cm?.

a) — cm?”. b)

Resolucao: Considerando o ponto E no lado BC tal que BE = 3, temos que
AABD e AEBD sao triangulos congruentes (caso de congruéncia LAL), e
portanto os angulos em E sdo angulos retos. Desse modo, AEDC e AABC
sdo semelhantes (caso de semelhanga AA) e, denotando C'D = z, temos

C

| Ot

T
2

5
Segue que x = 5 cme, portanto, a area do tridngulo ABCD é

.

(Alternativa D)
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Problema 4. A soma dos dois tltimos algarismos (dezena e unidade) do nimero 20182018 ¢:
a) b b) 6 c)9 d) 13 e) 14
Resolugao: Para encontrarmos os algarismos da dezena e da unidade de 20182018, trabalharemos médulo 100.
Abaixo, listamos 2018™ para n =1,...,8, para vermos se ha algum padrao nos resultados.

e 2018' =18 mod 100 e 2018° =76-18 =68 mod 100

e 20182 =182 =24 mod 100 e 2018% =68 -18 = 24 mod 100

e 20183 =24 -18 = 32 mod 100 e 2018" =24-18 = 32 mod 100

e 2018* =32-18 =76 mod 100 e 2018% =32-18 =76 mod 100

Ha um padrao ciclico: de 20182 em diante, os dois altimos algarismos se repetem a cada aumento de 4 no
expoente. Portanto, para quaisquer ¢, € N com r > 2 temos que

2018"147 = 2018”" mod 100.

Assim,
20182018 — 2018214254 = 20182 = 24 mod 100,

e disso segue que 20182°1® termina em 24. A soma dos algarismos desejada é portanto 2 + 4 = 6.

(Alternativa B)

Problema 5. Uma reta é dita tangente a uma parabola se a pardbola estd toda de um lado da reta e se esta
reta intercepta a parabola em apenas um ponto.
A equacgdo da reta tangente a pardbola y = 2% no ponto P(1,1) é:

a) y=uz. b) y = 2z. c) y=2z—1 d) y=2-1 e) x=1.

Resolugao: A equagdo da reta ndo vertical que passa por um ponto P(xg,yo) € tem coeficiente angular m é
dada por

Y—Yo

r — X

=m.

A reta tangente & pardbola y = 22 em P(1,1) ndo pode ser a reta vertical x = 1, pois nesse caso teriamos
que a parabola nao esté toda de um lado da reta.
Logo, obtemos no nosso problema que
y—1
r—1

m’
em que m denota o coeficiente angular da reta, ou seja, a equacao da reta procurada é da forma

y=mx — (m—1).

Devemos encontrar o valor do coeficiente angular m tal que essa reta seja tangente a parabola y = x2. Para
determinarmos os pontos de interseccao dessa reta com a pardbola igualamos suas expressoes, obtendo
22 =y =mzx— (m—1).
Reorganizando a equagao acima obtemos
22 —mz+ (m—1) =0, (1)

cujo discriminante é
A=(-m)?—4-1-(m—1)=m?> —4dm +4 = (m — 2)°.

Como a Equagdo (1) tem uma tnica solucdo se, e somente se, seu discriminante é zero, obtemos que o valor
do coeficiente angular deve ser m = 2 e, portanto, a equacdo da reta é y = 2z — 1.

(Alternativa C)

Problema 6. O ntimero natural 2°%0 + 1 é:
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a) miltiplo de 17.  b) primo.  ¢) miltiplo de 15.  d) maltiplo de (2'25 +1).  e) multiplo de (2!?° — 1).
Resolugao: Uma vez que 16 = (—1) mod 17, temos que
2200 4 1 =211 41=16"P +1=(-1)*+1=-14+1=0 mod 17,

e disso segue que 2°°0 4 1 é maltiplo de 17.
Uma outra resolucio: dados a e b niimeros reais e m e n niimeros naturais quaisquer com m impar, temos
que

a™ + 0" = (a" +b") (a"(m_l) — M2 (1) 22 (—1)m_1bn(m_1)> .
Fazendo a =2, b =1, m = 125 e n = 4, obtemos
2500 4 1 = (20 £ 1)(2196 ... £ 1) = 17(2%% 4 ... 4 1),
logo, 2°%° + 1 ¢ miltiplo de 17.

(Alternativa A)

Problema 7. Ao apertar o botdo 1 de uma maquina, um hexigono regular é girado 120° no sentido horario
ao redor de seu centro no plano. Ao apertar o botao 2, o hexagono é girado, no espago, 180° com relagio a
diagonal que “sobe da esquerda para a direita”.

;jf/\180°
6 1 4 5 6 1=’ 2 1
Botao 1 Botao 2
5 2 —— 3 6 5 2 —— 3 6
4 3 2 1 4 3 4 5

Qual das configurag¢oes abaixo nao é possivel obter, independentemente da ordem e de quantas vezes os botoes
1 e 2 sao apertados?

4 5 6 5 2 3 4 3 3 4
2 1 2 3 6 5 6 1 1 6

Resolugao: No hexéagono original, denotemos os vértices impares com a letra I, e os vértices pares com a letra
P. Os movimentos realizados ao apertarmos os botoes 1 e 2 sempre levam P em P, e I em 1.

P I P I P P I
Botao 1 Botao 2
I P—1 P I P—1 P
P I P I P I

Pl
Portanto, qualquer sequéncia de apertos destes botoes sempre leva P em P, e I em I. Assim, vemos que a
configuracao abaixo nao pode ser obtida a partir da original, pressionando os botoes.

I// =’

I P
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Uma vez que o hexagono apresentado na alternativa E tem essa configuragdo, ndo podemos obté-lo.

(Alternativa E)

Problema 8. Sentadas ao redor de uma mesa redonda ha 7 pessoas, que podem ser de trés tipos: os fulanos,
que sempre falam a verdade; os ciclanos, que sempre mentem; e os beltranos, que podem falar a verdade ou
mentir. Sabendo que cada pessoa da mesa disse que a pessoa & direita dela é um ciclano, qual é o namero
minimo de beltranos que deve haver na mesa?

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4

Resolugao: Mostraremos primeiro que é impossivel que haja apenas ciclanos na mesa: isto é verdade pois, se
ha um ciclano na mesa, ele mente ao dizer que a pessoa a sua direita é um ciclano e, portanto, a pessoa a direita
desse ciclano é um fulano ou um beltrano.

Em seguida, mostraremos que é impossivel ndo haver algum beltrano sentado a& mesa: de fato, suponha por
absurdo que nao hé beltranos na mesa. Isto quer dizer que cada pessoa na mesa ¢ um fulano ou um ciclano.
Como ja sabemos que é impossivel que haja apenas ciclanos na mesa, e estamos supondo que nao ha beltranos
na mesa, isto garante que ha pelo menos um fulano na mesa.

Denotando este fulano por P;, denotemos as demais pessoas da mesa por P, ..., P;, em que P, esta a direita
de Pi, P5 esta a direita de Ps, e assim sucessivamente, como na figura.

Como P; é fulano, P; fala a verdade ao dizer que P, é um ciclano; portanto, P, é ciclano.

Como P; é ciclano, P, mente ao dizer que Ps é um ciclano; portanto, Ps é fulano ou beltrano e, como
supusemos que nao ha beltranos na mesa, segue que P; é necessariamente um fulano.

Seguindo o mesmo raciocinio, podemos concluir que P, é ciclano, Ps é fulano, Py é ciclano e P; é fulano.

Como P7 é fulano, P; fala a verdade ao dizer que P; (a pessoa a sua direita) é um ciclano; portanto, P; é
ciclano, o que é absurdo pois, como sabemos 14 do inicio, P; é fulano!

O absurdo surgiu de termos suposto erroneamente que nao ha beltranos na mesa. Pelo exposto, h& pelo menos
um beltrano na mesa, portanto. Existem configura¢des com apenas um beltrano na mesa. Abaixo mostramos
um exemplo, denotando os fulanos por F, ciclanos por C' e beltranos por B.

Assim, o nimero minimo de beltranos que deve haver na mesa é 1.

(Alternativa B)

Problema 9. Para celebrar os 21 anos da ORM, Nicolas calcula o produto
1x2x3x---x21

e encontra a soma S de todos os algarismos deste nimero. Em seguida, calcula a soma S5 de todos os algarismos
de S;. Prosseguindo desta forma, Nicolas chegard em um Sj, que tem apenas um algarismo. Que algarismo é
este?
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a) 5 b) 6 c)7 d) 8 e)9

Resolugao: O nimero 1 x2x 3 x---x 21 é divisivel por 9, logo a soma S; de seus algarismos também é divisivel
por 9; portanto, a soma Sy dos algarismos de S; também é divisivel por 9, e assim por diante.

Assim, vemos que o niimero Sy é divisivel por 9 e, como Si tem apenas um algarismo, ele necessariamente
é igual a 9.

(Alternativa E)

Problema 10. Seja AABC um tridngulo equilatero, e sejam D e E pontos sobre o lado AC tais que
CA

CD=DFE=FA= = Denotando por « a medida do angulo ZCBD, por 8 a medida do angulo /DBE e

por v a medida do dngulo ZEBA, temos que:

a) a < f <. b) a=v<p. c)a=7vy>p. d)a>p5>19. e)a=L0=r.

Resolugao: Os triangulos AABE e ACBD sao congruentes pelo caso LAL, assim o = . Considere o ponto
K € BE tal que FE esteja entre B e K e BK = BC. Na interseccao da circunferéncia de centro D e raio
DC' com a circunferéncia de centro B e raio BK estd um ponto L que é o terceiro vértice de um tridngulo
ABDL, congruente ao triangulo ABDC pelo caso LLL (o outro ponto de interseccio das duas circunferEncias
é exatamente o ponto C). Note que a circunferéncia de centro B e raio BC é exterior ao tridngulo AABC'. Entéo,
o ponto L estard no mesmo semiplano que D, em relagao a reta W( . Assim, a medida do angulo ZDBL é menor
que a medida do angulo ZDBK. Finalmente, como ABDL = ABDC, temos que DBL = o < DBK = f.
Portanto o = v < .

(Alternativa B)
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