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Problema 1. Seja f uma funcao que a todo ndmero natural n associa o resto da divisao de n por 7. Por
exemplo, f(40) = 5 pois o resto da divisao de 40 por 7 é igual a 5. Se & € um namero natural e f(z) = 3, calcule

f(x 420172017,

Resolucgao: Se f(z) = 3, existe ¢ € N tal que © = 7¢ + 3.
Note que 2017 =7 - 288 + 1.
Assim, para um inteiro n > 1, temos

n

2017" = (7288 + 1)" =1 + (?) (7-288) + (Z)(? L288)% 4 - + ( )(7 - 288)".

n

Entéo, existe k£ € N tal que 20172917 = 7k + 1.
Como z = 7q + 3 e 20172°17 = 7k + 1, temos que

42017 = 7q + 3+ Tk +1="T(q+ k) + 4.
Como 4 < 7 e o resto é tnico, temos f(z + 20172917) = 4.

Problema 2. Determine todos os nimeros naturais de dois algarismos, ab, em que a é o algarismo das dezenas
e b é o algarismos das unidades, tais que exista um ntmero natural n maior do que 1 que satisfaca:

a4+ b =n-(a+b).

Resolucao: Note que de a” + b" = n(a + b) segue que a(a”~! —n) = b(n — b"71).
Agora, vamos mostrar algumas desigualdades auxiliares:

2n=1 > pn, para todo n > 3, (1)
2" +1 > 3n, para todo n > 4, (2)
1+ k"> (k+ 1)n, paratodon >2e k > 3, (3)

k™ > kn, para todon >2e k > 3. (4)

Como a primeira e a segunda desigualdades sao simples e como a quarta é consequéncia da terceira, entao
provaremos apenas a terceira (por inducdo sobre n).
De fato, para n = 2, temos que

1+E>2014+k) = k*—2k—1>0.

Como as raizes de p(x) = 22 — 22 — 1 sdo 14+ +/2, logo para k > 1++/2 a desigualdade é satisfeita, em particular
para k > 3. Supondo que a desigualdade é valida para n > 2, considere

14+ k" =1 —k+kQ4+k") >1—k+k(k+1)n=nk?+nk —k+ 1.

Queremos que isso seja maior que
(k+1)(n+1)=nk+k+n+1.

Assim devemos mostrar que
nk>+nk—k+1>nk+k+n+1,

ou seja,
nk* — 2k —n > 0.
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14+ /14 n2

Como as raizes do polinémio ¢(r) = nz? — 2r —n sdo ——————, e como
n
L+Vi4n? 14+vnP+n? 1+nv2 1 V3
n n n n ’

logo a desigualdade é satisfeita para k& > 1+ v/2, em particular para & > 3. Portanto, provamos que a
desigualdade é verdadeira.
Casos a excluir:

e Sen>3,a>2eb>2entdo, a(a" ! —n) serd positivo e b(n — b" 1) serd negativo;
e Sea=1,b>3en>2 entdo pela desigualdade (3), temos que 1 +b" > n(b+ 1);

e Seb=1,a>3en>2 entdo pela desigualdade (3), temos que 1+ a™ > n(a + 1);
e Seb=0,a>3en>2 entdo pela desigualdade (4), temos que a™ > na.

Vejamos os casos restantes:

1) [a=1,0=0 : 1-n=0=>n=1

2) la=1,b=1 : 2n=2=n=1
3)|a=1,b=2 : 1—-n=2n—-2"=3n=2"+41
4) | a=2,b=0 : 2"=2n=n=1loun=2

5) a=2,b=1 : 2"—-2n=n—-1=3n=2"+1
6) | a=2,b=2 : 2"=2n=n=1loun=2

Como n > 1, logo os casos 1 e 2 nao ocorrem. Os casos 2 e 6 sao verdadeiros para n = 2. Os casos 3 e 5 sao
verdadeiros apenas para n = 3, pois para n > 4, teremos 3n < 2" + 1 pela desigualdade (2).
Portanto os tnicos nimeros que satisfazem a condi¢do dada sdo 12, 20, 21 e 22.

Problema 3. Sejam A e B pontos no plano tais que o segmento
AB tem comprimento . Uma particula desloca-se no plano a partir
do ponto A, percorrendo semicirculos de centros colineares com A,
a uma taxa de um semicirculo por minuto, de modo que a reta
que passa pelos ponto A e B é tangente ao circulo que contém o
primeiro semicirculo, de raio r, e cada semicirculo subsequente tem
raio igual & metade do raio do semicirculo anterior, como na figura
ao lado.

Se uma segunda particula sai de B no mesmo instante em que a primeira sai de A, deslocando-se em linha
reta com velocidade constante, e se encontra com a primeira apdés n minutos, qual a distancia total percorrida
pela segunda particula apds estes n minutos?

B

Resolugao: Para cada n € N*| seja P, o ponto em que a primeira particula estd ao final do minuto n, e
O,, o centro do circulo que contém o n-ésimo semicirculo. Como esta particula desloca-se a uma taxa de 1
semicirculo por minuto, temos que ao final de cada minuto ela esta sobre a reta que contém os centros de todos
os semicirculos, e portanto P, estd sobre esta reta, conforme figura. (Mais ainda, podemos ver que P,, = O,,_1,
para todo n > 2.)

Assim, para determinar a medida do segmento AP,,, podemos simplesmente somar ou subtrair os diametros
dos semicirculos, conforme sejam percorridos pela particula em um minuto par ou em um minuto impar, isto é,
a medida de AP,, digamos c,, é

n

2r i_1 2r
=2r— T+ - ()T s =) ()T
i=1

Vemos que esta é a soma dos termos de uma progressao geométrica com n termos, sendo o primeiro termo
2r e arazdo —1/2. Usando a férmula para a soma dos termos de uma tal progressdo com n termos (referentes
aos n minutos que temos interesse) obtemos

o (=) n "

Agora, note que o tridngulo ABP,, é retangulo em A, pois AB é reta tangente em A ao circulo que contém
o primeiro semicirculo e AP, esta contido na reta AO;1, que é perpendicular a reta AB.
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Queremos a distancia percorrida pela segunda particula nos n minutos. Como as particulas se encontram
ap0s n minutos e a primeira particula estara ao final destes n minutos no ponto P,,, a segunda particula também
estard em P,, e portanto a distancia desejada d é dada pela medida da hipotenusa do triangulo retangulo ABP,,.

Como os catetos AB e AP, deste tridngulo medem respectivamente r e ¢, logo sua hipotenusa mede

d=+/r2+c2.

Problema 4. Calcule a drea do quadrado M NOP inscrito no hexagono regular ABCDEF' de lado medindo I,
sabendo-se que os lados M N e OP do quadrado sao paralelos aos lados AB e DE do hexagono.

Resolugao: Sejam U e V' os pontos de interseccao dos lados NO e PM do quadrado, respectivamente, com a
diagonal F'C' do hexagono.

Seja X o ponto médio de FC, como ABCDEF é um hexagono regular, logo obtemos seis triangulos equi-
lateros AXAB, AXBC, AXCD, AXDE, AXEF e AXFA. Deste modo, FX =1 = XC, e a diagonal FC
é paralela a AB e é um eixo de simetria do hexdgono. Deste modo, VFP =UCO = 60° e AVPF = AUOC,
pois OU = PV. Assim, temos que UC = F'V. ,

20 —x

Se x é o comprimento do lado do quadrado M NOP, temos: UC = FV = — Entao CO = CN =

2UC = 2l — x. Sejam Z o ponto de interseccao das retas ON e AB e W o ponto de intersec¢io das retas ON e
DE. E facil verificar que ABZN = ADWO.
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Entio ZW = 1\/3 = 2 + 2ZN, ou ZN = Z‘/g% mas ZN = (I — cm? = (z - l)?.
Segue que
W3—u _ (z — l)é
2 2
ou seja
(V3 +1) = 21V3.
Portanto,

o 21v3  20V/3(V3-1)
V341 2
LOgO, AMNOP = 132 = 12(12 — 6\/§)

=1(3—V3).

Problema 5. Trés botdes luminosos, numerados por 1,2 e 3, se acendem ou se apagam conforme sido pressio-
nados. O primeiro botéo esta aceso e os outros dois estdo apagados. Abel, Bia e Cadu retiram, um de cada vez
e nesta ordem, sem reposi¢cao, uma bola de dentro de uma caixa que contém cinco bolas, numeradas de 1 a 5.

e Se o ntmero retirado por Abel for primo, Abel pressiona os botdes 1 e 2 (se 0 nmero néo for primo, Abel
nao faz nada);

e Se o numero retirado por Bia for par, Bia pressiona os botdes 1 e 3 (se o ntimero néo for par, Bia nao faz
nada);

e Se o numero retirado por Cadu for impar, Cadu pressiona os botdes 2 e 3 (se o ntimero nao for impar,
Cadu néo faz nada).

Apos este processo, qual a probabilidade das trés luzes terminarem acesas?

Resolugao: Vejamos o que precisa acontecer quando as bolas sao retiradas da caixa para que as trés luzes
terminem acesas:

e Se Abel tirar um namero primo, a configuragdo original de LDD (ligado-desligado-desligado) mudara
para DLD (desligado-ligado-desligado). Se Bia nao tirar um ntmero par, entdo a primeira luz terminaréd
desligada, independente de qual ntimero sair para Cadu, logo Bia deve tirar um nimero par. Assim
ficaremos com LLL e , deste modo, Cadu ndo pode tirar um ntimero impar.

e Se Abel ndo tirar um nimero primo, continuamos com LDD. Se Bia tirar um nimero par, entdo ela
desligara o primeiro botao e este terminara desligado, independente de qual nimero for retirado po Cadu.
Deste modo, é necessario que Bia tire um nimero que nio seja par. Assim, chegamos com LDD em Cadu,
que precisa tirar um ntmero impar para acender os botdes 2 e 3, ficando com LLL, como desejado.

Resumindo, as condicoes gerais para as retiradas de bolas sao que elas saiam de uma das duas seguintes formas:
e Primo - Par - Nao impar;
e Nio primo - Nio par - Impar.

Podemos agora descrever as arvores de possibilidades para que as trés luzes terminem acesas, dentro das restri-
¢Oes impostas acima.

Observe que ndo ha como Abel tirar 2 e chegarmos as trés luzes acesas, pois se Abel tirar 2 (primo), Bia
deve tirar um namero par, logo 4. Assim, Cadu deve tirar um nimero ndo impar (isto é, par), mas isto ndo é
possivel pois os ntimeros pares de 1 a 5 (2 e 4) ja foram retirados.

As demais arvores sdo como segue:

3—5

1<5—3

2 —4 3
3<472 1<5
2 —4 1
5<472 4 3<5
1

5

3

Ha4 assim um total de 12 possibilidades dentre o total de 5-4 -3 = 60 possibilidades de retiradas de bolas da
caixa. A probabilidade desejada é portanto de

12
— = 20%.
60 i@
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