UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
XVIII OLIMPIADA REGIONAL DE MATEMATICA
PET - MATEMATICA

Prova — 2 2 fase de 2015
Nivel 3

Problema 1. O jogo das luzes é composto por um tabuleiro 3 x 3 com nove botdes numerados de 1 a 9 que
podem estar acesos ou apagados. O tnico movimento permitido no jogo é apertar um botao aceso. Toda vez
que um movimento é realizado, o botao que foi apertado apaga e os botdes que possuem algum lado comum
com o botao apertado se invertem, isto é, os acesos se apagam e os apagados se acendem. Por exemplo, na
figura abaixo (em que os botdes acesos sdo os que estdo sombreados) foram efetuados dois movimentos:

Botao 5
pressionado

Botao 6
pressionado

O jogo termina quando todos os botdes sdao apagados. Mostre que é possivel terminar o jogo partindo de
qualquer configuracdo do tabuleiro em que apenas um botao esta aceso.

Problema 2. Determine o algarismo das unidades do ntimero 1° + 25 + 3% 4 -+ - 4 20135 4 20145 + 2015°.

Problema 3. Se x é um namero real, denotamos por |x] o maior inteiro menor ou igual a z. Por exemplo,
[4,12] = 4, |-3,5] = —4 e [10] = 10. Considere a funcdo f, definida para todo namero inteiro n > 1, dada
por

Fn)=n+ [gJ

(a) Mostre que, para todo inteiro k > 0, o namero 3k + 2 nao pertence ao conjunto imagem de f.
(b) Mostre que, se m e n sdo nameros inteiros maiores que 0 tais que f(m) = f(n), entdo m = n.

Problema 4. Um retangulo ABCD é denominado bicircular se existem duas circunferéncias de centro O e P,
contidas nesse retangulo, satisfazendo as seguintes condicoes:

(i) A circunferéncia de centro O é tangente aos lados AB e AD do retangulo.
(ii) A circunferéncia de centro P é tangente aos lados BC' e C'D do retangulo.

(iii) As duas circunferéncias sdo tangentes entre si.
Um exemplo de retangulo bicircular é mostrado na figura abaixo.
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(a) Mostre que, para uma retangulo bicircular dado, a soma dos raios de duas circunferéncias satisfazendo as
condicoes acima é constante, independente da escolha das circunferéncias.

(b) Nas condigdes do enunciado, mostre que se os pontos A, O, P e C forem colineares, entdo ABCD é um
quadrado.

Problema 5. Sejam n e k ntimeros naturais, com k < n, e seja X um conjunto com n elementos. Escolhendo
aleatoriamente dois subconjuntos A e B de X, calcule a probabilidade de a interseccdo entre A e B possuir k
elementos.



