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Resolugao — 2* fase — 2015

Nivel 2

Problema 1. O jogo das luzes é composto por um tabuleiro 3 X 3 com nove botoes numerados de 1 a 9 que
podem estar acesos ou apagados. O tnico movimento permitido no jogo é apertar um botao aceso. Toda vez
que um movimento é realizado, o botao que foi apertado apaga e os botoes que possuem algum lado comum
com o botdo apertado se invertem, isto é, os acesos se apagam e os apagados se acendem. Por exemplo, na
figura abaixo (em que os botdes acesos sdo os que estao sombreados) foram efetuados dois movimentos:

Botdo 5

pressionado
-

O jogo termina quando todos os botoes sdo apagados.

pressionado
S —

Botdo 6

a) Partindo de um tabuleiro em que apenas o botdo 5 esta aceso, encontre uma sequéncia de movimentos para

terminar o jogo.

b) Mostre que é possivel terminar o jogo partindo de qualquer tabuleiro em que apenas um botao esta aceso.

Resolugao:

a) Uma forma de terminar o jogo é apertar os seguintes botdes, nesta mesma sequéncia: 5, 2, 8, 4 € 6.

Botao 4

1]2]3

4 6 g
71819

12 1
4 4
78] 7

Botao 6

5

—

8

9

b) Observe que pela simetria do tabuleiro precisamos analisar somente 3 casos:

e Caso 1: Botao 5 aceso. Neste caso podemos apertar a sequéncia de botoes do item anterior.

Botao 4

1123
4 6
71819

4
7

1 123
Botao 6 | 4 | 5
—
7 9
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e Caso 2: Botdo 7 aceso (que é a mesma andlise de quando os botdes acesos sdo o 1,3 ou 9). Neste caso,
apertamos nesta ordem, os botoes 7,8,4,1,9,2,8,4 e 6.

1123 1123
4 5 6 BOtdO 7 5 6 BOtﬁO 8
— —
BE
Botao 1 Botao 9 Botao 2
— — —
1|2 1123
Botao 4 4 Botio 6 4156
— —
78] 71819

e Caso 3: Botéao 8 aceso (que ¢ a mesma anélise de quando os botdes acesos sdo o 2, 4 ou 6). Neste caso,
apertamos os botoes 8,5,8,2,1 e 3.

3
Botao 8
_>
1 3
Botao 2 Botao 1 415 Botao 3 41516
— — —
71819 7 9

Problema 2. Na figura ao lado, ABC é um triangulo de area 25 cm?. Sabe-se
que os segmentos ADy e C' Dy possuem o dobro do comprimento do segmento
D1D2. Da mesma forma, CF2 = BFl =2- F1F2 e AE1 = BE2 =2- E1E2.
Com isso, cada segmento desenhado na figura que esté no interior do tridngulo
ABC' é paralelo a algum dos lados do tridngulo ABC (por exemplo, D1 Es é
paralelo a BC). Calcule a area sombreada.

Resolugao:

By by

Note que AFE>F1 Dy, AE1F3D1 e D1E>F|C sao paralelogramos. Assim, ADy; = FE>F; = D1C. Além disso,
AE, = D1F5 e os angulos: /Do AFE,, /F1EsB e Z/C D1 F; sdo congruentes.

Portanto, os trés triangulos “médios” AAFE1 Dy, AFE;,BF) e AD1F>C, sdo congruentes entre si. Como suas
dimensdes (lados) sdo iguais a 2 dos respectivos lados do AABC, cada uma de suas éreas é igual a ()% =
da area do AABC.

Agora, do fato de DoE1MDq, E1E2PDs, DoNFyD1 e E1FE>F; N serem paralelogramos, concluimos que os
tridangulos AFE1EsM, ANF Fy e ADyPD; (tridngulos menores) sdo congruentes entre si e como seus lados sdo
iguais a % dos respectivos lados do AABC, cada uma de suas areas é igual a (%)2 = % da area do AABC.
Finalmente, como DsD; é igual a % de D>C, entao DyP = %DgFl = NF; = PN. Analogamente vé-se que
MN = %ElFQ = E1M = NF;. Portanto, o tridngulo AM NP é congruente aos tridngulos “menores” citados
anteriormente.
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Entao, a area hachurada AH é igual a:

4 1
AH:AAABC_(3AAAE1D2 +4AAE1E2M) 225—(3?5254-4%25) 225—(12—|—4) =9 cm?.

Problema 3. Considere os nimeros de trés algarismos nao nulos zyz, yzx e zxy. Mostre que a soma

S =xyz + yza + zzy

é sempre um multiplo de 37.
Observagao: Note que, no namero abc, a é o algarismo das centenas, b é o algarismo das dezenas e c é o algarismo
das unidades.

Resolugao: Dado um numero de 3 algarismos, da forma abe, note que abc = 100a + 10b 4 ¢. Usando este fato
para os nimeros zyz,yzz e zry obtemos que

S = zyz+yzr+ zay

100z 4+ 10y + 2 + 100y + 102 + = + 100z + 10z + y
111z 4+ 111y 4+ 1112

- (x+y+2)

= 37-3-(z4+y+2).

Logo, S é multiplo de 37.

Problema 4. A pedido de sua méae, Ayrton deve ir ao mercado para comprar apenas produtos de limpeza,
cujos precos sao descritos na tabela abaixo:

Produto A  Produto B Produto C Produto D Produto E Produto F
R$ 1,30 R$ 3,80 R$ 5,90 R$ 7,10 R$ 8,90 R$ 12,90

A maée lhe deu R$20,00 e pediu para ele comprar pelo menos trés produtos, com nenhum repetido. Como
recompensa, ela dard ao Ayrton o menor valor entre o troco e 10% do valor gasto nos produtos de limpeza.
Por exemplo, se ele comprar R$ 15,00 em produtos, ele ganhara R$ 1, 50 de recompensa. Se comprar R$ 19, 00
em produtos, ganhara R$ 1, 00.

Que produtos da tabela acima Ayrton deve comprar para ganhar a maior recompensa possivel?

Resolugao: Vamos chamar de g o valor gasto. Entéo, a recompensa de Ayrton serd o menor valor entre % e

10
20 — g. Note que a recompensa seria a maior possivel caso % =20 — g, isto &,

g g 11g 200 —

—=20—-9g& = =206 — =20 9= — =18,18.

10 ST 10 ST ’

Ou seja, para que a recompensa de Ayrton seja a maior possivel é necessario que o valor total gasto seja o mais
proximo possivel de R$ 18,18, para mais ou para menos. Porém, os produtos da tabela todos tém precgos que
sao multiplos de 10 centavos. Entao pensemos em dois casos:

e Caso o valor gasto seja R$ 18, 20, ele ficaria com o troco de R$ 1,80, pois

18,20
20,00 - 18,20 = 1,80 < 1,82 = ——.

e Caso o valor gasto seja R$ 18,10, ele ficaria R$ 1, 81 pois

18,10
10

=1,81 < 1,90 = 20,00 — 18, 10.

Portanto, Ayrton deve fazer uma compra no valor de R$ 18,10, a qual é obtida comprando uma unidade dos
produtos A, B,C e D, afim de obter o maximo valor de recompensa.
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Problema 5.

a)

Mostre que, para qualquer niimero natural n, os niimeros n e n°® tém o mesmo algarismo das unidades.

b) Determine o algarismo das unidades do nimero
1°+2° + 3% 4 -+ +2013° 4 2014° + 2015°.

Resolugao:

a) Primeiramente vamos mostrar que se n é um ntimero natural qualquer, entdao n e n°® possuem o mesmo
algarismo das unidades. Para isto, vamos mostrar que 10 | (n® —n) (lé-se: 10 divide n® — n), para tal vamos
mostrar que 2 | (n® —n) e 5| (n® —n). Observe que

nS—n=nn*-1)=nn?-Dn>+1)=n(n—-1)(n+1)(n*+1).
Logo n® — n ¢ um ntmero par (pois n ou n + 1 é par) e, portanto, 2 | (n® — n). Assim, resta-nos mostrar
que 5 | (n® —n). Pelo algoritmo da divisao euclidiana sabemos que existem tnicos nimeros naturais q e r
de modo que
n=>5¢+r com 0 <r <4,
Assim, precisamos analisar 5 casos:
e Caso 1: Se r = 0, entdo n = 5¢, donde segue que n® —n é um madiltiplo de 5.
e Caso 2: Se r = 1, entdo n = 5¢ + 1, donde segue que n® — n é um multiplo de 5, j4 que n — 1 = 5q.
e Caso 3: Se r = 2, entdo n = 5q + 2, donde segue que n° — n é um multiplo de 5, j& que
n?+1=(5¢+2)%4+1=25¢>+20¢+5=>5-(5¢° +4q + 1).
e Caso 4: Se r = 3, entdo n = 5q + 3, donde segue que n® — n é um multiplo de 5, j& que
n®+1=(5¢+3)%>+1=25¢"+30g+ 10 =5 (5¢° + 6q + 2).
e Caso 5: Se r = 4, entdo n = 5q + 4, donde segue que n° — n ¢ um multiplo de 5, j& que
n+1=5¢+5=5 (¢g+1).
Portanto, concluimos que 5 | (n® — n).
b) Agora, ja que todo ntimero natural n possui o mesmo algarismo das unidades de n°, temos que o algarismo

das unidades de 1° + 2% + 3% 4 .- 4 2013° 4 2014° + 2015° é 0 mesmo que o algarismo das unidades de
1+2+3+---4+2013 + 2014 + 2015 e como

(1 +2015) - 2015

1+243+---+2013 + 2014 + 2015 = 5

= 1008 - 2015,

e assim, como 8 - 5 = 40, o algarismos das unidades sera zero.
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