UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
XIII OLIMPIiADA REGIONAL DE MATEMATICA
PET - MATEMATICA

Gabarito da Prova 22 fase de 2010
Nivel 3

Questao 1
Note que
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1
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Portanto a pergunta passa a ser: qual o menor inteiro n para o qual

1 1
< < v/n++vn—1> 2010.
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2010
Como v/n > /n — 1l entdo se v/n — 1 > 5 = 1005 teremos 1/n > 1005 e entdo y/n+ v/n — 1

2010.

Mas

vn—12>1005=n—12>1005? = n > 1005% + 1.
Observe agora que n = 10052 = /n = 1005 e v/n — 1 < 1005, o que nos da

Vvn++/n—1 < 2010.

Portanto o menor inteiro n para o qual a desigualdade acima ocorre é
1005% + 1 = 1010026.

Resposta: O menor inteiro n para o qual a desigualdade acima ocorre ¢ 1010026.

Questao 2

(a) Note que

1<3<1
22 7 2
3 3 6 1 6
Portanto k = 1 e a matriz g de - serég =z 2= 2 Observe que 5 < - <1

3.6
Resposta: a matriz de = é =

(b) Note que



1 - 3 - 1
23 16 227
c 3 c 3 3 1 3
Portanto k = 2 e a matriz d de 6 sera d_ 16 22 = 1 Observe que 3 < 1 < 1.
. 3 .3
Resposta: a matriz de — é —.
16 4
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(c) Seja d que satisfaz 5 < d < 1. Queremos provar que existe um nimero b que satisfaz
0< a < 1 tal que c_1a 2% em que k é um nimero inteiro positivo tal que < a L
p = g Tyt P BT S p = o
Entdo, tomando a__°¢ ualquer que seja Kk inteiro positivo, teremos que c_2. ok e
b b - 2k . d’ q q q J p 2 q d - b
1 - c a_ ¢ < 1
ok+l T ok.q p 2k.d — 2K’
018 ¢ satisfa 1 < ¢ <1
- 7 - < — .
PO1S 4 2°d"
Assim, dado ¢ e satisfa 1 < ¢ <1,0 n’meroa ¢ ¢ uma filial de ¢ ara todo k
, — qu 7 — - <1, u — = u -,
al 2~ d b 2%.d aP

inteiro positivo.

) C ) 1 c , ) . .
Portanto, todo nimero racional a que satisfaz 5 < d < 1, é matriz de uma infinidade de
filiais.

Questao 3

(a) Uma maneira de dar uma resposta para este item consiste em encontrar um terno Pitagdrico no
qual um dos quadrados correspondentes a um cateto também seja um cubo. Por exemplo,
64 = 4% = 82. Entdo, como 64 + 36 = 100, temos:

4% 4 6% = 10%,

Fornecendo-nos mais uma solugao.

(b) Observe agora que

a+b’=c’=a-a’=a’=c2=b*=(c—0b) (c+b)

Assim, se fizermos

c—b=a
c+b=a’
a(a+1 a(a—1
teremos ¢ = % eb = % Note que ¢ e b sdo inteiros, pois o produto de dois

inteiros consecutivos € par.
Portanto, para todo inteiro a maior do que 1, teremos uma solucao, com ¢ e b encontrados acima.

Assim, existe uma infinidade de solu¢des de inteiros positivos a, b e ¢ que satisfazem
a’ + b =2



Questao 4
Observemos inicialmente que, como a relagdo (iii) deve ser satisfeita para todo x do dominio, os val-
ores 0 e 1 ndo devem pertencer a imagem de f. Entao:

1
(a) Fazendo x = 3 em (i), obtemos

-9 L

1 1 1
mas entao ou f (§> =1louf (§> = —1. Pela observacdo acima, s6 podemos ter f (5) =

Fazendo agora x = 2 em (ii), obtemos

f (%) = m = f(f(2)) = —1e, de (iii) obtemos

FUf(2) = f(=1) = f(=1) =2

Finalmente, fazendo x = 2 em (i), obtemos

Resposta: f (%) =—-1f(-1)=2e f(2) = %

(b) Para determinar f, mudamos x para em (i). Entdo, usando sucessivamente (ii) e (iii), obtemos

r(1-1)- ﬁ =1 (1-1) = s =1 (1 (1-3)) = st ==

X

Aplicando f mais uma vez e novamente usando (iii), obtemos

r(r((1-3)) = 1@ = s =11

1
Resposta: A fungio f é dada por f(x) =1— —.
Xz

Questao 5

(a) Os tridngulos retangulos APOM e APON sao semelhantes, pois sao retingulos e tém o angulo
agudo /P comum.




Entdo, a razdo entre as distancias do ponto O aretare de C aretar € igual a

OM PO _PC+0OC 10+6 8
CN PC  PC 10 5

Resposta: A razdo é igual a £

(b) Os tridngulos AABO tém a mesma base AB e alturas OM e ON respectivamente.

r

Entdo, a razdo entre suas areas sera

Apapo  OM 8

Apapc  ON 5

Portanto, a area do tridngulo A ABC' sera maxima quando a area do tridngulo A ABO for maxima.

Mas a drea do tridngulo A ABO serd maxima quando o angulo /AO B for reto, pois

Rxh R? R2 .
AAAOB: 5 S;eAAAOB:7:>AOB:9OO.

AB
Se entdo AB = AOV2 = 6v/2e OM = - = 3v/2.
8 3vV2 8 1542
= - i = = = CN = T\/_ . Logo, a drea maxima do

M
Enta i i
TlaO, do item (a), temos N 3 = ON
tridngulo AABC sera:
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