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Questao 1
Para responder a essa pergunta vamos determinar quantos multiplos de 5 existem entre 1 e 2010.

Esses multiplos sdo 2010/5 = 402. Portanto o expoente de 5 na fatoragio do produto acima é
pelo menos 402.

Agora, hd mdltiplos de 52 = 25, de 5% = 125 e de 5 = 625. Cada um desses miltiplos contribui
com mais fatores 5 na fatorac@o do produto acima.

Os multiplos de 25 contribuem com mais um fator 5. Note que 2010 = 25 x 80 + 10. Portanto ha
80 multiplos de 25 entre os nimeros de 1 a 2010.

Os muiltiplos de 125 contribuem com mais um fator 5. Note que 2010 = 125 x 16 + 10. Portanto
h4 16 multiplos de 125 entre os ndmeros de 1 a 2010.

Os multiplos de 625 contribuem com mais um fator 5. Note que 2010 = 625 x 3 4 135. Portanto
ha 3 multiplos de 625 entre os nimeros de 1 a 2010.

Entdo o expoente de 5 na fatoragdo em primos do produto acima sera:

402 + 80 + 16 + 3 = 501.

Resposta: O expoente de 5 na fatoracdo em primos do produto acima € igual a 501.

Questao 2
Note que

V-V 1= )

1
Vn+vn—1

Portanto a pergunta passa a ser: qual o menor inteiro n para o qual

1
—F=<0,01 & ++vn—1>100
Vn+vn—1 Vit vn

Como /n > v/n — 1 entdo se /n — 1 > 50 teremos y/n > 50 e entdo \/n + /n — 1 > 100.

Mas

vn—12>50=n—12> 2500 = n > 2501
Observe agora que n = 2500 = y/n = 50 e v/n — 1 < 50 o que nos dd



v+ +v/n—1<100.

Portanto o menor inteiro n para o qual a desigualdade acima ocorre é 2501.

Resposta: O menor inteiro n para o qual a desigualdade acima ocorre é 2501.

Questao 3
Vamos numerar as pecas, para efeito de referéncia:

KR,
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Cada peca tem pontas (P) ou entradas (E). A peca 1 € do tipo (EE), a peca 2 do tipo (PP) e as pecas
3 e 4 do tipo (PE). A peca 3 ndo pode ser obtida da peca 4 por rotacdo sobre a mesa. Os nimeros de
pontas e de entradas de quatro pecas em um quadrado devem ser iguais (devido ao encaixe).
Observemos entdo o seguinte:

(a) Definindo-se duas pecas em diagonal no quadrado, as outras duas pegas ficam determinadas.

(b) Para cada peca do tipo 2 (PP) usada deverd haver uma peca do tipo 1 (EE), para compensar o
numero de pontas e de entradas no total, ja que as pecas do tipo 3 e 4 se auto-compensam.

(c) A peca 4 pode ser obtida da peca 3 virando-a ao contrario (do avesso), e reciprocamente.

Vamos entdo considerar os quadrados montados com uma peca do tipo 2. Na sua diagonal podemos
ter :

(1) Outra peca tipo 2 - neste caso, as pecas da outra diagonal serdo do tipo 1.

(11) Uma peca tipo 1 - neste caso, as pegas da outra diagonal serdo, uma do tipo 3 e outra do tipo 4,
em posicdes definidas.

(iii)) Uma peca do tipo 3 - neste caso, as pecas da outra diagonal serdo, uma do tipo 1 e outra do tipo
3.

(iv) Uma peca do tipo 4 - neste caso, as pecas da outra diagonal serdo, uma do tipo 1 e outra do tipo
4.

Vejamos as figuras:

(iii)

Observe que todos esses quadrados sdo distintos.
Vamos agora considerar os quadrados montados com uma peca do tipo 3 e sem pecas dos tipos 1 e 2.
Entdo s6 ha uma possibilidade de quadrado: o quadrado com pecas todas do tipo 3:
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Vamos agora considerar os quadrados montados com uma peca do tipo 4 e sem pecas dos tipos 1 e 2.
Entao s6 ha uma possibilidade de quadrado: o quadrado com pecgas todas do tipo 4:
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Os seis quadrados obtidos acima sdo todos distintos por rota¢io sobre a mesa.

Vamos agora determinar quais desses seis quadrados coincidem ao virar ao contrario (ou seja do
avesso). Isso sé poderd ocorrer naqueles quadrados que contenham pegas do tipo 3 ou 4, mas nio
ambas.

Entao vemos que os quadrados (iii) e (iv) sa30 0s mesmos ao virar um ou outro ao contrario. O mesmo
ocorre com os quadrados (v) e (vi). Portanto hd somente 4 quadrados distintos.

Resposta: Sao quatro maneiras diferentes de montar um quadrado com quatro pecas.

Questao 4

(a) Note que

1 - 3 - 1
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Portanto k = 1 e a matriz d de - sera
c 3 6
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Resposta: a matriz de - € —.
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Portanto k = 2 e a matriz ¢ de — sera
d 16
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Resposta: a matriz de 3 é 3
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(c) Seja d que satisfaz 3 < d < 1. Queremos provar que existe um nimero b que satisfaz
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Portanto dado d que satisfaz 3 < d < 1, o nimero b = 5 d ¢ uma filial de a

Questao 5

(a) Em 15 partidas disputadas o maximo possivel de pontos que podem ser obtidos € igual a 15 x 3 =
45. Tomando 20% desse total teremos 45/5 = 9 pontos. Entdo a pergunta é: de quantas
maneiras distintas ele pode obter 9 pontos em 15 partidas (a menos da ordem em que isso
ocorra) ?

Vamos fazer sistematicamente:

- ele pode ter 3 vitdrias e 12 derrotas;

- ele pode ter 2 vitdrias, 3 empates e 10 derrotas;
- ele pode ter uma vitéria, 6 empates e 8 derrotas;
- ele pode ter 9 empates e 6 derrotas.

Resposta: Sao 4 maneiras distintas, a menos da ordem em que ocorrem os resultados.

(b) O ndmero minimo deverd ocorrer se todas as partidas seguintes forem ganhas. A quantidade total
de pontos disputados, das 15 partidas ja jogadas mais esse nimero minimo de partidas, € igual
a 45 mais trés vezes esse nimero minimo de partidas.
(D. A quantidade de pontos que a pessoa obterd com as 15 partidas ja jogadas mais esse niimero
de partidas, € igual a 9 mais trés vezes esse nimero minimo de partidas
(I). Como a pessoa devera alcancgar 50% do total de pontos disputados, a diferenga entre (I) e
(IT) deve ser igual ao valor de (II). Mas essa diferencga € igual a 45 — 9 = 36. Portanto a pessoa

(36 — 9)
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devera jogar mais = 9 partidas, ganhando sempre.

Resposta: A pessoa devera jogar no minimo 9 partidas.

(¢) Sejam V o nimero de vitérias, D o nimero de derrotas ¢ E o nimero de empates obtidos apds
jogadas as 15 partidas iniciais (item (a)). Entdo devem ser satisfeitas:



V+D+E<I15 (1) e
45+ 3(V+D +E
943V 4E— DH3( b )

De (2) obtemos:

E
V:9+D+§ 3)

E
A igualdade (3) nos diz que E deve ser miltiplode 3eque V=9+D + 3 > 9. Segue-se dai
que D + E < 6. Portanto teremos trés casos: E =0, E =3¢ E = 6.

(i) Se E = 0, entdo de (3) teremos V = 9 + D e, de (1), teremos que

9+D+D<14=D<<3
Portanto, se
D =3entaio V=12,
D=2entio V=11,
D=1entaio V=10
e

D=0entio V=09.

(i) Se E = 3, entdo de (3) teremos V=9 + D + 1 =10 + D e, de (1) teremos que

10+D+D+3<15=D<<1.
Portanto, se

D=1lentaioV=11¢
D = 0entio V = 10.

(iii) Se E = 6, entdo de (3) teremos V=9+D + 2 = 11 + D e, de (1) terfamos que

114+ D+ D+ 6 < 15, o que é impossivel.

Resposta: Ha seis maneiras para (V,E,D) de se conseguir o pedido neste item: (12, 0, 3), (11,
0,2),(10,0,1),(9,0,0), (11, 3, 1) e (10, 3, 0).
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