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1. Chamaremos um ndmero inteiro y maior do que 1 de harmdmico se existir um numero inteiro positivo x

de n algarismos tal que:

Y x
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Neste caso diremos que x € um conjugado haménico de y.

a) Encontre o menor niamero harménico.
b) Prove que todo nimero harmonico, exceto o menor deles, termina em 13 ou em 63.
¢) Mostre que ndo é possivel encontrar um nimero harmonico cujo conjugado harmoénico seja também

harmonico.

2. Escreva 2009 como a soma de trés quadrados perfeitos positivos.

3. Considere a figura plana construida com quadrados empilhados de forma recursiva da seguinte maneira:
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Ap6s uma infinidade de passos obtemos uma figura final com infinitos quadrados (suponha que isso fosse

possivel de ser feito).

a) Calcule o perimetro da figura final.
b) Calcule a area da figura final.



4. Encontre todos os pares (x,y), com z e y inteiros, para os quais a expressiao
(22 + 3y2) - 9(1—z?—y?)

atinge seu valor méximo. Que valor é esse?

5. Oito pontos A, B, C, D, E, F, G e H sio distribuidos aleatoria-
mente em uma circunferéncia de raio R fixado. Se for possivel
tragar oito circunferéncias, com centros em cada um desses pon-
tos e com raios menores do que a distancia de cada um deles
aos dois pontos vizinhos, tais que elas sejam tangentes conse-
cutivamente (conforme figura), diremos que essa distribuigio
de pontos apresenta solucao para o problema de tangéncia das
circunferéncias.

a) Mostre que, se os pontos forem distribuidos formando um octégono com quatro pares de lados conse-
cutivos de mesmo comprimento (por exemplo, se AB = BC, CD = DE, EF = FG e GH = HA), entéo
essa distribui¢do de pontos apresenta uma infinidade de solu¢des para o problema de tangéncia.

b) Dé um exemplo de uma distribuigdo de pontos que ndo apresenta solucdo para o problema de tangéncia.
c) Seja S a soma dos comprimentos das oito circunferéncias quando uma distribui¢do de pontos apresenta
solucao para o problema de tangéncia. Mostre que S nao varia, qualquer que seja a solugdo para a

distribuigdo de pontos do item (a).

d) Calcule S, em fungdo de R, no caso em que os oito pontos estdo distribuidos formando um octégono
regular.



