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1.

Chamaremos um nimero inteiro y maior do que 1 de harmoémico se existir um namero
inteiro positivo z de n algarismos tal que:

Neste caso diremos que = é um conjugado hamonico de y.

a) Encontre o menor niimero harmeénico.

b) Prove que todo nimero harmonico, exceto o menor deles, termina em 13 ou em 63.

¢) Mostre que nao é possivel encontrar um namero harménico cujo conjugado harmoénico
seja também harmoénico.

Solugao:
107L

De 4 =_% L.
y—1 10" -z 2y —1
Os numeros y e 2y — 1 nao possuem fatores em comum pois, caso contrario, se y = mk e 2y — 1 = lk, com
k > 1, terfamos 2y = 2mk e 2mk — 1 = Ik ou (2m — )k = 1; o que nos da k = 1. Portanto, 2y — 1 divide
10" e, como 2y — 1 é impar, entdo 2y — 1 deve ser poténcia de 5:

oP +1

20— 1=57 ouy = 5

, obtemos x =

Se p =0, entao y = 1 e nao serve.

Se p =1, entao y = 3, que é 0 menor nimero harmonico.
10.3

Nesse caso, t = —— = 6.
6—1

Resposta:

O menor ntmero harmonico é z = 6.

2541 102.13
Para p = 2, temos y = T+ =13ex = 55 = 52 ( para x com 1 algarismos nao terfamos x
inteiro).
126 103.63
Para p = 3, temos y = - = 63ex= o5 498 ( para x com 2 algarismos néo teriamos x inteiro).
. - 9 o . 9 o" +1
Agora note que, se y termina em 13, entdo y = 10°.a+13, para algum inteiro a. Entdo 10°.a+13 = 5

ou 5" = 2.10%a + 25, o que nos d4 para o nimero harménico seguinte:
5" +1  10.10%a + 125 + 1

5 5 = 5a.10% + 63, ou seja, o préximo nimero harménico termina em 63.

n

Se y termina em 63, entdo y = 10%2.b + 63 = 5 0 que nos da para o ntimero harmdénico seguinte:

5" +1  10.10% +5.125 + 1

> 5 = 5b.10% 4 313, ou seja, o préximo niimero harménico termina em 13.

y x
y—1 10 —
par (qualquer conjugado harmonico é par). Como todos os ntimeros harmonicos sdo impares (terminam
em 3), entdo ndo é possivel encontrar um nimero harmonico cujo conjugado harmoénico seja harmonico.

De

, obtemos 10"y = (2y — 1)z e, como 10™y é par e 2y — 1 é impar, entdo x deve ser
x



2.

Escreva 2009 como a soma de trés quadrados perfeitos positivos.

Solugao:
Note que 7 divide 2009. Dai temos:

2009 = 7% - 41 = 7%(16 + 25) = 7%(16 + 16 + 9) = 7%(4% + 4% + 3%) = 287 + 282 + 212,

OBS: H4 outras respostas possiveis. Por exemplo: 2009 = 1600 + 400 + 9 = 402 + 202 + 32.

Considere a figura plana construida com quadrados empilhados de forma recursiva da seguinte
maneira:

Passo1 Passo 2 Passo 3 Passo 4

N h

N|= =

N|—
N|= &= o=

-

1 1 1 _I 1
]

1 1 1 1 1 1 1 1

-

1 1 1
2 2 4 2 4 8
Apés uma infinidade de passos obtemos uma figura final com infinitos quadrados (suponha

que isso fosse possivel de ser feito).

Calcule o perimetro da figura final.

Calcule a area da figura final.

Solugao:

Note que, no passo n, a altura e o comprimento da pilha sao iguais a 1 + % + % +...+ 2%1

Assim, o perimetro da figura nesse passo n é igual a

11 1
Wp =4 (14 -4+ 4.+
p (+2+4+ +2n_1>

No "passo co'"teremos

=1 1
2pw=4-z2—k:4-1_l:8
k=0 2

Resposta:
O perimetro da figura final sera 8.

No passo n a area total da figura sera:

1\? 1\? 1\? 1 \? 11 1
A, =142 (= 4. (= = ol ) =1 —
=1+ <2) + <4) +8 <8) +.o+ (2n_1> gttt o

Assim, no "passo co'"teremos:

PR =1 )
o = +§+2*2+-~-*Z;k*
k=0
OBS: Embora as figuras se "aproximem", em termos de 4rea, do tridngulo retdngulo de catetos iguais a
2. Em termos de perimetro isso ndo acontece, pois para n "bem grande"o perimetro esta "proximo'de 8,

e o perimetro daquele triangulo é igual a 2 + 2 + 2v/2 = 6, 8.



Resposta:
A 4rea da figura final sera 2.

. Encontre todos os pares (z,y), com = e y inteiros, para os quais a expressao
2 2
(332 + 3y2) .9(l—a"—y7)
atinge seu valor maximo. Que valor é esse?

Solugao:
Vamos analisar os valores da expressdo para = e y na circunferéncia de raio k:

24P = k2
(e centro (0,0)). Entao,
(22 +3y%) - 2177V = (22 4 g2 + 2y%) - 217 @) = (k2 4 292) 21K

2 . N L . ~
Como 2'~%" ¢ constante (na circunferéncia) teremos que o valor maximo da expressio, para = e y na
circunferéncia de raio k, serd atingido quando y = £k (e neste caso x = 0). Tal valor sera

2
2 1—k2 6k . 6n 49

- . 6n
Basta entao analisar os valores de o M= k2.

Se n =1 oun = 2 teremos o valor 3. Para n = 1 teremos k = 1, e portanto y = +1. Para n = 2 teremos
k = /2, o que ndo nos da valor inteiro para y.

6n 6n 18
Vamos mostrar agora que o < 3,se n > 3. Para n = 3 teremos =3 < 3. Suponhamos verdadeiro
para n. Entao, para n + 1:

6(n+1)=6n+6<3-2"+3-2=3(2"+2).

Mas 2" +2=2(2""1 +1) <227 < 27! ja que 2" 1 +1 < 2" sen > 3.
Logo, o valor maximo é 3 e ¢ atingido para (0,1) e (0, —1).

Resposta:
O valor maximo é 3 e é atingido para (0,1) e (0, —1).

. Oito pontos A, B, C, D, E, F, G e H sao distribuidos
aleatoriamente em uma circunferéncia de raio R fixado.
Se for possivel tragar oito circunferéncias, com centros
em cada um desses pontos e com raios menores do que
a distancia de cada um deles aos dois pontos vizinhos,
tais que elas sejam tangentes consecutivamente (con-
forme figura), diremos que essa distribuicdo de pontos
apresenta solugao para o problema de tangéncia das cir-
cunferéncias.




a)

d)

Mostre que, se os pontos forem distribuidos formando um octégono com quatro pares de
lados consecutivos de mesmo comprimento (por exemplo, se AB = BC, CD = DE, EF =
FG e GH = HA), entao essa distribuicao de pontos apresenta uma infinidade de solugoes
para o problema de tangéncia.

Dé um exemplo de uma distribuicao de pontos que nao apresenta solugao para o problema
de tangéncia.

Seja S a soma dos comprimentos das oito circunferéncias quando uma distribuigao de pontos
apresenta solugao para o problema de tangéncia. Mostre que S nao varia, qualquer que seja
a solugdo para a distribui¢ao de pontos do item (a).

Calcule S , em fungao de R, no caso em que os oito pontos estao distribuidos formando um
octoégono regular.

Solugao:
Antes de mais nada notamos que, se as duas circunferéncias sdo tangentes, entao os seus centros e o ponto
de tangéncia sao colineares.

Seja B o vértice tal que AB = BC, e tal que esses sejam os menores lados do poligone ABCDEFG.
Entéao, considerando que AB = BC,CD = DE, EF = FG e GH = HA e que T} é o ponto de tangéncia
entre A e B (das circunferéncias de centro A e B), T entre B e C, T3 entre C ¢ D, Ty entre D e E, T;
entre £ e F', Ty entre F' e G, T7 entre G e H, e Tg entre H e A, teremos, chamando de r4 o raio da
circunferéncia de centro A, de rp o raio da circunferéncia de centro B e assim por diante, as seguintes
igualdades: BT} = BT =rp

CTQ = CT?, =Tc

DT3 = DT4 =TDp

ET4 = ET5 =TE

FT5 = FT(; =Tr

GT@ = GT7 =Trg

HT7 = HTS =TH

ATS = AT1 =TA

Das igualdades acima e de:

AB = BC obtemos que ry = ATy = AT, = CTy, = C1T3 =r¢

CD = DFE obtemos que r¢ = C1T3 = ETy =g

GH = HA obtemos que rg = GT7; = ATg =714

Portanto 74 = rc = rg = rg e haverd quatro circunferéncias de mesmo raio. Note que comecando pelo
vértice que possui os dois lados iguais consecutivos menores, sempre podemos obter as oito circunferéncias
de modo que a distribui¢ao apresente solucio para o problema de tangéncia das circunferéncias. Além diso,
qualquer pequena variacao em rg = BT} = BT5, continuara a dar solugoes para o problema. Portanto ha
uma infinidade de solugoes.

Basta tomar uma distribuicdo tal que AB = CD e tal que AB < BTC. Nesse caso, teremos BT} < AB <

B—ZC, o que nos da BT} = BT, < BTC e dai CTy > BTC = CD, ou seja, qualquer que seja 74 temos que

ro > CD, e ndo haver4 solu¢ao para o problema de tangéncia.

A B

A soma S serd dada por:
S=2n(ra+rg+rc+rp+reg+rr+rec+ruy),

mas 2(ra+rg+rc+rp+rg+rr+rq+rmg) é o perimetro do poligono ABCDEFGH, que é constante,
fixados os oito pontos.

Se ABCDEFG for um octégono regular, entio:



S = m2p = 8nl, com
|=AB=BC=CD=DE=FF=FG=GH

Vamos calcular [ em funcao de R;
Temos que AC é o lado do quadrado inscrito na circunferéncia. Portanto AC = Rv/2. Assim, AM =
CM = By2
2 ~ ~ ~ ~
Agora, como OAC = OCA = 45°, e como AOB = COB = 45°, entao
OM = AM = CM = B2 Logo, BM = OB —OM = R— 22 = (2 _ \/9),
No ABMC:

2 2(@ _ 2(8 —
}2+[§(2_\/§)]:%+R (644\/5):}2(844\@)

Portanto, [ = R\/2 — V2 e dai S = 87 RV 2 — /2.

BC? = CM?+ BM?,oul® = |

RT\/E = R*(2—V2).

Resposta:

S =8rRvV2— V2.

Local: PET Matematica — Centro de Ciéncias Fisicas e Matematicas — Universidade Federal de Santa Catarina
Fone/FAX: (48) 3721-6809 orm@pet.mtm.ufsc.br www.orm.mtm.ufsc.br



