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1. Amanda, Bianca, Claudia, Carmem, Danilo, Eliezer, Licio, Michely, Nereu e Virginia sao
dez amigos que possuem pelo menos um gato em suas casas. Bianca, Michely e Eliezer tém
o mesmo niamero de gatos e Carmen e Licio também possuem o mesmo niimero de gatos.
Além disso, Virginia nao tem o mesmo niimero de gatos que Bianca. Sabe-se as somas dos
gatos de algumas dessas pessoas, segundo as linhas e colunas da tabela a seguir:

Danilo Bianca | Claudia | 10
Nereu | Michely | Virginia | Carmen | 30
Eliezer | Amanda, Licio 21

13 13 24 11

Por exemplo, na quarta coluna, a soma dos niimeros de gatos de Claudia e Carmem é 11,
e na terceira linha, a soma dos nimeros de gatos de Eliezer, Amanda e Licio é 21.Quantos
gatos tém cada um deles?

Solugao:

Sejam:

A - nimero de gatos de Amanda
B - nimero de gatos de Bianca
C - ntmero de gatos de Claudia
K - ntumero de gatos de Carmem
D - ntimero de gatos de Danilo
E - nimero de gatos de Eliezer
L - nimero de gatos de Licio

M - nimero de gatos de Michely
N - ntimero de gatos de Nereu
V - nimero de gatos de Virginia

Entao as trés linhas e as quatro colunas fornecem as sete equacoes:

D+B+C=10
N+M+V+K =30
E+A+L=21
N+E=13
D+M+A=13
B+V +L=24
C+K=11

Sabemos que B = M = E, e que K = L. Substituindo M e E por B, e L por K nas equagOes acima

obtemos:

D+B+C=10 (1)
N+B+V+K=30 (2)
B+A+K=21 (3)
N+B=13 (4)
D+B+A=13 (5)
B+V4+K=24 (6)
C+K=11 (")

De (2) e (6), obtemos N + 24 = 30 ou N = 6.

Levando esse valor para (4), obtemos: 6 + B =13 ou B =T.



Levando esses valores em (1), (3), (5), (7) obtemos:

D+C=3 (8)
A+K=14 (9)
D+A=6 (10)
C+K=11 (11)

A equacao (8) é fundamental e fornece-nos duas respostas possiveis:

a) D=1,C =2
b) D=2C=1

)

Entao, levando, em cada caso, esses valores nas outras equacoes, obtemos:
a) D=1,

C =2

1+ A=6— A=5
54K =14— K =9;
T+V+9=24=V =8

b) D = 2;

C=1;

2+ A=6— A=4;

A+ K =14 — K = 10;
T+V+10=24d =V =7

O caso b é descartado, pois V =B = 7.

Resposta:

N =6
B=M=FE=7
D=1

C=2

A=5
K=L=9
V=38

. Escreva 2009 como soma dos quadrados de dois niimeros inteiros positivos.

Solugao:
Precisamos encontrar uma nova forma de representar o ntmero 2009. Através da fatoracao temos que

2009 = 72 - 41

Contudo ainda nao possuimos uma soma, nem dois nameros quadrados. Note que 41 = 16 + 25, que sdo
dois ntimeros quadrados (42 e 52 respectivamente). Entao:

2009 = 7% - (16 + 25) = 72 - (4% + 5%)

Aplicando a propriedade distributiva da multiplicacdo obtemos:

2009 = 72 . 42 + 7% . 5% = 282 4 352

Resposta:
O numero 2009 pode ser escrito como a soma dos quadrados de 28 e 35.



3. Na figura, AABC é um tridngulo equilatero de lado igual a [, ¢ AMNP é um tridngulo
inscrito em AABC tal que MN é perpendicular a AB, NP é perpendicular a BC e PM é
perpendicular a AC.

M

Explique porque AMNP também é equilatero e calcule a razao entre as areas dos triAngulos

AABC e AMNP.

Solugao:
Observe que os tridngulos AAM P, ABNM e ACP sao retangulos com angulos 30° e 60° graus. Segue-se
que os angulos do AMNP sao: LPMN =/MNP = /NPM = 60°.

Mas entao aqueles triangulos retangulos sao congruentes. Por outro lado, em qualquer daqueles triangulos

CP
retangulos tem-se que o cateto menor é igual & metade da hipotenusa, ou seja, BM = —5 CN = -

AM
e AP = — s ou ainda, cada lado do tridngulo AABC esta dividido na razdo 2 : 1 pelos pontos M, N e

P respectivamente:
CN:BM:AP:éeBN:AM:CP:%Z.

Isto ocorre porque, se fizermos no ABMN,

30930°

60°
B M B

entio B = 60°, e AB'BN sera equilatero. Logo, como B’M = BM (pois os triangulos AB'MN e

ABMN sao congruentes) teremos BM = -5

Entéo, no ABM N, obteremos (usando o Teorema de Pitagoras) que:
2 2 2
2
MN? =BN? - BM? = —l — £ :%,OuMNZ@.
3 3 32 3
Ve
BM xMN 3% 73 1*/3

Entio Area ABMN =
ntao Area 5 B 13

BV3 B3 V3

Assim: Area AMNP = Area AABC — 3 x Area ABMN = 1 5 D

Resposta:

, V3

Area AABC 4

Area AMNP 23
12

3




4. Na figura abaixo estao 2008 retangulos colados, todos de mesma altura 2cm, e de bases
2cm, 3cm, 4cm, ..., 2009cm (sao mostrados apenas os trés primeiros e o dltimo retangulo).
Em cada um desses retangulos ha um ponto em seu interior que forma, com os vértices do
retangulo, dois triangulos que estao sombreados. Calcule a soma das areas de todos esses
triAngulos sombreados.

2 3 4 I 2009

Solugao:
2-n
Em qualquer retangulo de base n, a 4rea rachurada sera igual a - = n, pois os dois tridngulos som-

breados tém lados iguais (altura do retangulo ou base do retangulo) e alturas que somadas sdo iguais a
base (ou a altura) do retangulo. Assim, a soma A das areas sombreadas seré:

A=2+3+4+ ...+ 2008+ 2009

Vamos calcular esta soma.

Seja
S=1+2+4...4 2008 + 2009
S =2009 + 2008+ ... +2+1
25 = (1+2009) + (2 + 2008) + (3 +2007) + (2009 + 1) = 2009 - 2010
S = 2009 - 2005 = 2019045
Resposta:

A=5—-1=2019044.

5. O Sr. Tejado pretende construir um telhado retangular de 3m de comprimento por 10m de
largura. Uma loja vende trés tipos de telhas , 71, T e T3, todas com 1 metro de largura e
comprimentos de 1 metro, 60 centimetros e 40 centimetros, respectivamente. Os trés tipos
de telhas podem ser usados para cobrir o telhado (ndo é necessario usar apenas um tipo de
telha), no entanto, quaisquer duas telhas vizinhas devem ser sobrepostas por 10cm (conforme
exemplo com um telhado de 4 telhas). Além disso, qualquer fileira de telhas ao longo da
largura deve ser formada por telhas de mesmo tipo, sendo permitida a variagao de tipo ao
longo do comprimento.



a)

b)
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A

|
)

Sobreposicédo de 10cm

comprimento da telha

44— comprimento do telhado

V
largura da telha
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A

Dé um exemplo de como cobrir o telhado (quantas telhas de cada tipo) sem que sobrem ou
faltem telhas.

Py

Com quantas combinacoes de telhas é possivel cobrir o telhado (sem sobrar nem faltar
telhas)?

Para fixar as telhas sao usadas ripas de madeira, ao longo da largura do telhado, da seguinte
forma: 5 ripas para cada telha 73, 3 ripas para cada telha 7> e 2 ripas para cada telha T3.
Qual combinacgao de telhas deve ser usada para que seja gasto a menor quantidade possivel
de metros de ripas para fixar o mesmo telhado? Sabe-se que uma ripa pode suportar mais
de uma telha, e que o espacamento entre as ripas deve ser pelo menos 15cm. Quantos metros
de ripas sao necessarios neste caso?

Solugao:

Como Todas as telhas tém 1m de largura e como ha a sobreposicao de 10cm serao necessarias 11 telhas
em cada fileira ao longo da largura (podemos considerar 1 telha de 1m = 100cm e mais 10 telhas de
90cm - devido & sobreposicéo - totalizando uma largura de 100cm + 10 x 90cm = 1000cm = 10m) Para
o comprimento consideramos a primeira telha como sendo a maior e as seguintes do mesmo comprimento
ou menor, diminuidas de 10cm cada.

Assim, um exemplo possivel, ao longo do comprimento sera:

2 telhas de 1m = 100cm — 100cm + 90cm restando 110cm para serem cobertos. Ora, 110cm nao é
multiplo de 50cm (correspondente a uma telha T, de 60cm, menos 10e¢m) nem é multiplo de 30cm (cor-
respondente a uma telha T5, de 40cm, menos 10c¢m). Portanto, para cobrir os 110cm faltantes podemos
ter: 50cm 4 60cm = 50cm + 2 x 30cm, ou seja, 1 telha T 2 telhas T3

Resposta:
Ao longo do comprimento, teriamos, 277,175 e 273. No total seriam:

2 x 11 = 22 telhas Ty, 1 x 11 = 11 telhas T5 e 2 x 11 = 22 telhas T3, para cobrir o telhado.

Além da possibilidade em (a), temos para o comprimento:
b1) 177 — 100cm (restam 200cm;)

4Ty — 4 x 50 = 200cm

ba) 177 — 100cm (restam 200cm)

1T5 — 50cm (restam 150cm)

513 — 5 x 30 = 150cm



bs3) 1Ty — 60cm (restam 240cm)
3Ty — 3 x 50cm (restam 90cm)
373 — 3 x 30 = 90cm

by) 1T — 60cm (restam 240cm)
813 — 8 x 30cm = 240cm

Nao ¢ possivel cobrir o telhado s6 com telhas T5.

Resposta:
No total, sao 5 combinacgoes de telhas, a menos de ordem em que sao usadas ao longo do comprimento.

b1) Nos da: 11 telhas T} mais 44 telhas Ts.
by) Nos da: 11 telhas 71, mais 11 telhas T mais 55 telhas T5.
bs) Nos da: 44 telhas T mais 33 telhas T3.
by) Nos da: 11 telhas Th mais 88 telhas T5.

c) Temos que analisar as 5 combinacbes encontradas nos itens (a) e (b). Para saber a quantidade minima
de metros de ripas, basta analisar cada combin¢ao de telhas ao longo do comprimento, considerando os
tipos de cada telha a serem usadas. Para a primeira telha consideramos o nimero dado, segundo o tipo,

de ripas que é necessario, e para as seguintes consideramos o nimero dado menos 1 (ja que uma ripa pode
suportar mais de uma telha). Isso pode ser feito independentemente da ordem das telhas.

Resposta:

a) 2Ty + 175 + 273 — 5 ripas +4 ripas +2 ripas +2 x 1 ripas= 13 ripas. (1773, 22Ty, uma Ty, 2xT5)
b1) 1T + 4715 — 5 ripas +4 x 2 ripas = 13 ripas.

by) 1Ty + 1T5 + 575 — 5 ripas +2 ripas +5 x 1 ripas = 12 ripas.

bs) 175 + 3T5 + 375 — 3 ripas +3 X 2 ripas +3 x 1 ripas = 12 ripas.

by) 175 4 8T5 — 3 ripas +8 x 1 ripas = 11 ripas.

Portanto a combinagdo (by) d& o nimero minimo de ripas, e serdo 11 x 11 = 121 metros de ripas.
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