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1. Seja N = apap_1Gn_2- G100 €M qUE Ay, Gp_1,0n_2, - 41, ag sa0 algarismos. Observe que

(an + an-1+ap—o+--+a + a0)3 é um numero que é uma soma cujas parcelas sao produtos de trés
fatores que s@o combinagoes dos algarismos a,, a,_1,an_2, - , a1, ag.

Ha trés tipos de produtos:
a) os do tipo ag.ag.ap = a®, k=n,n—1n—-2---,1,0 (os trés fatores iguais),
b) os do tipo ag.ar.aj,k # j, k,j=mn,n—1,n—2,---,1,0 (dois fatores distintos),
c) os do tipo ag.aj.a;, k # j,k #1,5#1, k,j,l=nn—1,n—2,---,1,0 (os trés fatores distintos).

Para cada k h& apenas um produto do tipo (a); ha 3 produtos para cada par k,j do tipo (b); e ha 6
produtos do tipo (c), resultante das permutagoes de k,j,l.

Portanto,
(an + ap1 +apg+ -+ ar +ap)’ =

an® ¥ a1+ an_2®+ -+ a1® +ao®>+3 (produto dos tipos (a) e (b)).

Assim, se N é maltiplo de 3, (a, + an—1+ apn—o+--++a1 + a0)3 também é multiplo de 3. Segue de que

An> + An_1® + ap_o> + -+ a1 + ap® é maltiplo de 3.

O ntmero 370 possui 3 algarismos cuja soma dos cubos de seus algarismos é igual a 370, pois
3% 4+ 73 4+ 0% = 27 + 343 4 0 = 370.

1
2. Da 12 equagao, substituindo z por —, obtemos:
T

lf <1) —af(z)=f <12> , para todo x > 0.
z° \z x

—f(=?)

1 1

Entdo, de —f(z?) = f <2), substituindo x? por x, ja4 que z > 0, obtemos: —f(x) = f (), para todo
T T

z > 0.

Agora, somando as duas equagoes dadas obtemos:

of@) - 11 (3) - 1@ = 21(a)

T

1
Multiplicando esta tltima por z e substituindo f () por — f(z) teremos:
x

22 (@) + f(2) = alf(@)]? = 2f(z) , on
f@)? = 1—af(@)] = 0.

Dai, ou f(x) = 0, para todo = > 0 nos d4 uma resposta, que nao interessa, ou:

2 —1—af(x)= f(z)=2—

)

1
T

para todo x > 0 que é uma fungao que procuramos.

Resposta:

1
Portanto, f(z) =z — — é uma funcdo que satisfaz as condi¢oes do enunciado.
x



3. Se o ponteiro dos minutos é o dobro do comprimento do ponteiro das horas, entao tais ponteiros formarao
um tridngulo retangulo ou com os dois ponteiros como catetos, ou o ponteiro dos minutos como hipotenusa
e o outro como cateto, e nesse caso, os dois formarao um angulo de 60°, pois:

a 1
cosq = — = 2 e isso implica que o = 60°.

(a)

2a

A partir da meia-noite, os dois ponteiros formarao o primeiro tridngulo retangulo quando o dngulo
entre eles for 60° (que é menor do que 90°).

A velocidade de rota¢do do ponteiro dos minutos Vs é 12 vezes a velocidade do ponteiro das horas
Vi

]

(enquanto o ponteiro dos minutos percorre 360°, o ponteiro das horas percorre = 30°). Em um

tempo t, o ponteiro dos minutos percorre Vst graus = 12Vgt graus, e o ponteiro das horas percorre
Vit graus. Entao Vit = 12Vyt, e:

11Vy
60° 2 2 x 60

1 % 30 horas, ou t = 11 horas, ou t =

60° = 12Vt — Vgt = 11Vgt, ou t = horas.

Como Vi = 30°/hora, teremos t = minutos.

Logo, t é aproximadamente 10,90 minutos.

Resposta:
Portanto, o primeiro horério que ocorrera o tridngulo retdngulo com os ponteiros de um relégio sera
aproximadamente as 00h10, 9min ou 00h10min45seg.

Ha duas maneiras de formar um tridngulo retangulo:

(#) com os ponteiros como catetos;
(#i) com o ponteiro das horas como cateto e o dos minutos como hipotenusa.

No caso (%) isso ocorrerd nas "horas cheias", 3 e 9 horas. E, entre as horasO0Oe1,1e2,4e5,5¢6, 6
e7,7e8, 10e 11, 11 e 12, ocorreré duas vezes. Entre as horas 2 e 3,3 e 4, 8¢9, e 9 e 10, ocorrera
uma vez. Portanto o caso (i) ocorrera: 8 + 2 + 4 4 2 = 22 vezes.

No caso (ii) isso ocorrera nas "horas cheias", 2 e 10 horas. E, entre as horas 0 e 1,3 e 4,4 e 5,5 e 6,
6e7,7e8, 8e9, 11 e 12, ocorrerd duas vezes. Entre as horas 1 e 2,2 e 3,9 e 10, e 10 e 11, ocorrera
uma vez. Portanto o caso (ii) ocorrera 22 vezes.

Resposta:
No total, teremos, entre meia-noite e meio-dia, 44 ocorréncias de tridngulos retangulos.

Sejam 10™ e 10™, com m,n € N, duas poténcias de 10. Vejamos:

10™ = 1000...000 (n zeros)
10™ = 1000...000 (m zeros)

Entao, se n > m temos:
10™ — 10™ = (100..000...000) — (100...000) = 99...990...000 (m zeros e (n — m) noves).
Assim: 10" — 10™ = 99...999 ((n — m) noves)x10™, que é multiplo de 9.

Note que:
Se n > m, 10" — 10™ é muiltiplo de 9.
Se m > n, 10™ — 10" = —(10™ — 10™), que é o oposto de um nimero multiplo de 9, portanto é

multiplo de 9.
Ou ainda, se m = n, 10™ — 10™ = 0, que é miltiplo de 9.



(b) Seja um ntimero natural N que possui um ndimero n de algarismos. Por exemplo, os algarismos
a,b,c,d,...,n. Note que esse numero pode ser escrito como:

(N)
a+10b+ 100c+ ... + 10°n,x € N

Ao permutarmos esse numero podemos obter, por exemplo:

(M)
¢+ 10n 4+ 1000 + ... + 10%a, x € N.

Fazendo (N) — (M), obtemos:
a(10° — 10%) 4 b(10' — 10%) + ¢(10% — 10°) + ... + n(10% — 10%).

Como foi provado no item a, a diferenca entre duas poténcias naturais quaisquer de 10 é um miltiplo
de 9, logicamente ao somarmos multiplos de 9 (como em N — M) obteremos um multiplo de 9.

E portanto (N) — (M), para M uma permutagio qualquer de N, é um multiplo de 9.

5. (a)

C Q B

Vamos encontrar a area dos tridngulos ABCR, AABQ e AACP em relagao ao tridngulo AABC.
Sejam D e E no lado BC tais que AD e RFE sao perpendiculares a BC. Como os triangulos AACD
e ARCE séo semelhantes (os trés angulos sdo iguais) podemos escrever:

A

R
I
B
C E D
CR _1 h_1
CA n ¢ H n’
Entao:
BC -h 1BC-H 1
AaBcr = = = —ApaBc.
2 n 2 n

Da mesma maneira, concluimos que:

1 1
ApaBg = EAAABC e Apacp = EAAABG

Assim, a area do triangulo AXY Z pode ser escrita como:

Anxyz = Apapc — (Aaper +Anapg + Anacre) + Aapyg +
+Anrczr + Anraxp.

Vamos calcular a area dos tridngulos que ainda nao conhecemos.
Para o triangulo ABY @, consideremos um ponto K tal que RK \ \AQ. Aplicando o teorema de
Tales temos que:

CK CR 1

cQ  CA



1 -1 -1
Logo, CK = ~CQ. Mas, CQ = “—=BC. Assim, CK = "~ BC.
n n
Agora,
CK-h "5!BC-h n-1 n—1
Anckr=—5—= o 3 = ——Aapcr = —35Aaanc.
n n
Assim,
1 n-1
Anprkr = Aapcr —Aackr = P Anapc
n?—n+1
= ——=—Aaasc.
n
-1 2 1
Como BK = BC — CK = BC — 5 Boc=" 7;+ BC, teremos
n n
BQ %BC B n
BK — nlntlpo p2-n+41
Assim,
Aspyg _ (BQN' _(_n Y
AABKR BK n? —n +1 ’
e entao,
A _ n Tn2on+ 1A
apve = i1 3 AABC
1
= ———A .
n(n? 1) 84BC

Como essa area s6 depende de n e da area Aa 4pc, concluimos que

1
ACZR AAXP ABYQ n(n? —n+1) AABC
Entao,
A =A §A + LA
axyz = Anapc — S ANABC n(? —n+1) AABC-
Ou seja,
A . 17§+ 3 A o (n72)2A
AXYZ = n 771(”2 ) AABC = o Ty 1 4saBc
Resposta:
A —2)?2
Portanto, LXYZ (n )

aapc  nP—-n+1

Queremos encontrar o menor n inteiro positivo tal que

Assim,

(n—2)% 2007

2 —2)2>29 2_ 1
n2_n+1>2008 008(n — 2)* > 2007(n* —n + 1)

< n? = 6025n + 6025 > 0.



Entao,

. _ 6025+ \/(6025)° — 46025 _ 6025 + /6025 - 6021

2 2
Agora, se
6025 + V6025 - 6021 6025 — /6025 6021

1 — 2 2 — 2 5

entao, como
6021 < V6025 - 6021 < 6025 |
teremos 6025 + 6021 6025 -+ 6025
6023 — o= 00 0029 0SS ph0n
2 2

e

ng < 6025 — 60212 = 2.

Para n tal que ns < n < n1, teremos n? — 6025n + 6025 < 0, e para ny < n ou N < Ny teremos
n? — 6025n + 6025 < 0. Como 1 < n, entdo o menor valor de n é 6024.

Resposta:
Portanto, o menor n que satisfaz o enunciado é n = 6024.
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