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1. H& 9 x 9 x 9 = 729 niimeros de trés algarismos nao nulos. Destes, 9 x 8 x 7 = 504 tem os trés algarismos
distintos. Portanto, h& 729 — 504 = 225 niimeros com pelo menos dois algarismos iguais.

2. Por simetria, os tridngulos APS e DR(@ sao congruentes, assim como os tridngulos SCR e QBP. Assim,
os lados do retangulo ABDC sdo AS +SC =446 =10cm e CR+ RD = CR+ AP =8+ 3 = 1lem.
Deste modo, a area do retangulo PQR.S é obtida subtraindo as areas dos triangulos APS, DRQ, SCR e

4
@QBP da area do retangulo ABDC, ou seja, é 10 x 11 — 2 x 3 x —2x 68 = 50cm?2.
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3. (a) Os divisores positivos de 9 menores que 9 sdo 1 e 3, logo o selo do ntimero 9 é o par (2;4).

(b) Observe que todo nimero inteiro positivo tem 1 como divisor. Como o ntmero que estamos procu-
rando tem apenas dois divisores menores que ele, 1 terd que ser um desses divisores e como a soma
dos dois divisores é 3, entao o outro divisor deve ser 2. Como nao ha outros divisores, entao o ntumero
que procuramos é uma poténcia de 2, e para ter apenas dois divisores menores que ele proprio, entao
o namero deve ser 4.

(¢) Seja n um namero com selo (6;m). n possui 7 divisores contando com ele proprio. Observe que, para
obtermos a quantidade de divisores de um niamero qualquer devemos tomar os expoentes de cada fator
primo, que aparece na decomposicao em fatores primos do nimero, adicionamos uma unidade a cada
um deles, e depois multiplicamos. Por exemplo, o ntimero 72 = 23x 32 tem (3+1) x (2+1) = 4x3 = 12
divisores que sdo 1, 2, 22, 23, 32,33, 2x 3, 22 x 3, 28 x 3, 2 x 32, 22 x 3% e 23 x 32. Assim, se um
nimero possui um nimero primo de divisores entao ele s6 pode possuir um tnico fator primo. Logo

a tnica possibilidade é que n seja da forma p®, com p primo, e m é igual & soma das poténcias
de p com expoentes 0 até 5 . Para que m seja minimo, p terd que ser minimo, logo p = 2 e
m=1+2+2%+..4+2°=63.

4. Observe que se uma pessoa responde "sim", entao esta pessoa e a da direita nao sao da mesma tribo,
mas se responder "n@o", entdo ela e a pessoa & sua direita sdo da mesma tribo. Assim, se 48 pessoas
responderam "sim", entdo ao percorrer o circulo no sentido horario, observaremos 48 trocas de cor da
tribo. Para que haja 48 trocas, devem haver pelo menos 24 pessoas da tribo azul e 24 da tribo vermelha
dispostas alternadamente. Como queremos o maximo de pessoas da tribo vermelha, entao podemos colocar
as 100 — 24 — 24 = 52 pessoas restantes juntas num mesmo bloco vermelho, como indicado a seguir:

VAVA.VAVAVV.VV
—_— -
24V A’s 52V'’s

Logo ha no maximo 100 — 24 = 76 pessoas da tribo vermelha.

5. Se em cada face estiver escrita a soma dos ntimeros dos vértices correspondentes a face, entdo a soma
dos numeros em duas faces opostas é igual a soma dos numeros de todos os vértices do cubo. Logo
se 8 e x € um par de faces opostas, entdao outro par de faces opostas ¢ 10 e 13 e o terceiro par é 11 e
12, para que 10+13 = 11412 = soma dos ntumeros em todos os vértices. Portanto 8+x = 23, entao x = 15.

6. (a) Para calcular os termos, basta considerar os digitos das unidades na soma e no resultado. Assim,
como os digitos das unidades de 12, 22, ..., 10® sdo 1, 4, 9, 6, 5, 6, 9, 4, 1 e 0, entdo comecando por
1,temos: 1,1 +4=5,54+9=14,4+6=10,0+5=5,5+6=11,1+9=0,0+4=4,4+1=5
e 540 =5, logo os 10 primeiros termos da seqiiéncia sao 1, 5,4, 0, 5, 1, 0, 4, 5 e 5.

(b) Observe que a partir do 11° termo, vamos comegar a somar novamente os digitos 1, 4, 9, 6, 5, 6, 9,

4,1 e 0, ja que os digitos das unidades de 112, 122, ..., 202, sdo os mesmos digitos das unidades de

12,22, ..., 10%2. Assim, na soma 12 + 22 4+ ... + 20102, faremos as somas dos digitos das unidades de
010

12 2 102, 0 = 201 vezes e adicionaremos 1 de 20112.

Assim, o algarismo das unidades da soma 12 + 22 + ... +- 20112 é o mesmo algarismo das unidades de
200l x (14+44+94+64+5+6+9+4+1+0)+1=201x45+ 1= 9046, que é 6.
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