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Definição de divisibilidade

Definição

Dados dois números inteiros d e a, dizemos que d divide a se
existe q ∈ Z tal que a = qd. Neste caso, também dizemos que
d é um divisor de a ou que a é um múltiplo de d. Notação:
d | a significa que d divide a e d 6 | a significa que d não divide
a.
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Exemplos

1 7 | 35 pois 35 = 5 · 7.
2 3 | − 9 pois −9 = (−3) · 3.
3 −5 | 15, pois 15 = (−3) · (−5).
4 1 | a para todo a ∈ Z, pois a = a · 1.
5 4 6 | 7.
6 d | 0 para todo a ∈ Z, pois 0 = 0 · d .
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Propriedades da divisibilidade

1 Se d | a e d | b, então d | ax + by para quaisquer x , y ∈ Z.
2 Se a | b e b | c, então a | c.
3 Se d | a, então a = 0 ou |d | ≤ |a|.

Problema

Encontre todos os inteiros n tais que 2n + 1 divide 3n2 − n − 1.
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Máximo Divisor Comum
Teorema Fundamental da Aritmética
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Divisão Euclidiana

Teorema
Dados dois números inteiros n e d com d 6= 0, então existem
q, r ∈ Z, com 0 ≤ r < |d |, tais que

n = dq + r .

Além disso, q e r são unicamente determinados a partir de n e
d.
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Exemplos

1 Para n = 42 e d = 5, tem-se q = 8 e r = 2, pois
42 = 5 · 8 + 2;

2 −34 = 6 · (−6) + 2;

3 38 = (−7) · (−5) + 3.
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Definição de máximo divisor comum

Definição

Dados dois números inteiros a e b com a e b não nulos,
definimos o máximo divisor comum entre a e b como o maior
inteiro positivo que divide a e b ao mesmo tempo. Notação:
mdc(a,b). Nos casos em que a ou b são iguais a 0, definimos
mdc(a,0) = |a|, mdc(0,b) = |b| e mdc(0,0) = 0.
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Exemplos

1 mdc(6,14) = 2.
2 mdc(5,11) = 1. Neste caso, dizemos que 5 e 11 são

primos entre si.
3 mdc(−8,12) = 4.
4 mdc(a,1) = 1, para qualquer a.
5 mdc(−15,0) = 15.
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Exemplos

1 mdc(6,14) = 2.
2 mdc(5,11) = 1. Neste caso, dizemos que 5 e 11 são

primos entre si.
3 mdc(−8,12) = 4.
4 mdc(a,1) = 1, para qualquer a.
5 mdc(−15,0) = 15.

Giuliano Boava Divisibilidade e Congruência



Divisibilidade
Congruência

Bibliografia

Definição e Propriedades
Divisão Euclidiana
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Propriedade do máximo divisor comum

Teorema
Se a = b · q + r , então mdc(a,b) = mdc(r ,b).

Exemplo

Calcule mdc(132,21).
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Teorema Fundamental da Aritmética

Teorema
Todo número natural n ≥ 2 pode ser escrito na forma

n = pe1
1 · p

e2
2 · · · · · p

er
r ,

em que p1, . . . , pr são números primos. Além disso, se
p1 ≤ p2 ≤ · · · ≤ pr e os expoentes ei são todos positivos, então
tal expressão é unicamente determinada a partir de n.
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Exemplos

1 18 = 2 · 32;

2 60 = 22 · 3 · 5;

3 1000 = 23 · 53;

4 37 = 37.
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Definição de congruência

Definição

Dados três números inteiros a, b e n, dizemos que a é
congruente a b módulo n se n | a− b, isto é, se a− b é
múltiplo de n. Notação: a ≡ b mod(n).
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Exemplos

1 5 ≡ 2 mod(3);
2 5 ≡ 7 mod(2);
3 15 ≡ 0 mod(−5);
4 −3 ≡ 12 mod(5);
5 5 ≡ 5 mod(46);
6 Se a e b deixam o mesmo resto na divisão por n, então

a ≡ b mod(n).
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Propriedades da congruência

1 a ≡ a mod(n);
2 a ≡ b mod(n) =⇒ b ≡ a mod(n);
3 a ≡ b mod(n) e b ≡ c mod(n) =⇒ a ≡ c mod(n);
4 a ≡ b mod(n) =⇒ a + c ≡ b + c mod(n), a− c ≡ b − c

mod(n) e ac ≡ bc mod(n);
5 a ≡ b mod(n) e c ≡ d mod(n) =⇒ a + c ≡ b + d mod(n),

a− c ≡ b − d mod(n) e ac ≡ bd mod(n);
6 a ≡ b mod(n) =⇒ ak ≡ bk mod(n);
7 Se mdc(c,n) = 1 e ac ≡ bc mod(n), então a ≡ b mod(n).
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Exemplos

1 Como 3 ≡ 7 mod(4) e 7 ≡ 31 mod(4), então 3 ≡ 31
mod(4).

2 5 ≡ 12 mod(7) =⇒ 8 · 5 ≡ 8 · 12 mod(7).

3 Como 7 ≡ 37 mod(6) e 8 ≡ 14 mod(6), então
7 + 8 ≡ 37 + 14 mod(6) e 7 · 8 ≡ 37 · 14 mod(6).

4 21 ≡ 33 mod(4) =⇒ 7 ≡ 11 mod(4), pois mdc(3,4) = 1.
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Problemas

Problema

Calcule o resto da divisão de 21000 por 31.

Problema

Calcule o resto da divisão de 350 por 28.

Problema

Calcule o resto da divisão de 710 por 47.
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Função ϕ de Euler

Definição

Dado um inteiro n ≥ 2 definimos ϕ(n) como o número de
inteiros de 1 até n que são primos com n. A função ϕ é
denominada função de Euler.
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Exemplos

1 ϕ(4) = 2;

2 ϕ(7) = 6;

3 ϕ(12) = 4;

4 ϕ(16) = 8.
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Fórmula para calcular ϕ(n)

Teorema

Se p é primo, então ϕ(p) = p − 1.

Se n = pe1
1 · p

e2
2 · · · · · p

er
r é a fatoração em primos de n,

então

ϕ(n) = n ·
(

p1 − 1
p1

)
·
(

p2 − 1
p2

)
· · · · ·

(
pr − 1

pr

)
.
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r é a fatoração em primos de n,

então

ϕ(n) = n ·
(

p1 − 1
p1

)
·
(

p2 − 1
p2

)
· · · · ·

(
pr − 1

pr

)
.

Giuliano Boava Divisibilidade e Congruência



Divisibilidade
Congruência

Bibliografia

Definição e Propriedades
Função ϕ de Euler
Teorema de Euler-Fermat

Fórmula para calcular ϕ(n)

Teorema
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Exemplos

1 ϕ(73) = 72, pois 73 é primo.

2 ϕ(12) = 12 · 1
2 ·

2
3 = 4.

3 ϕ(60) = 60 · 1
2 ·

2
3 ·

4
5 = 16.

4 ϕ(100) = 100 · 1
2 ·

4
5 = 40.
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2 ϕ(12) = 12 · 1
2 ·

2
3 = 4.

3 ϕ(60) = 60 · 1
2 ·

2
3 ·

4
5 = 16.

4 ϕ(100) = 100 · 1
2 ·

4
5 = 40.

Giuliano Boava Divisibilidade e Congruência



Divisibilidade
Congruência

Bibliografia

Definição e Propriedades
Função ϕ de Euler
Teorema de Euler-Fermat

Exemplos

1 ϕ(73) = 72, pois 73 é primo.
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Teorema de Euler-Fermat

Teorema
Se mdc(a,n) = 1, então

aϕ(n) ≡ 1 mod(n).

Em particular, se p é primo e a não é múltiplo de p, então

ap−1 ≡ 1 mod(p).
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Exemplos

1 74 ≡ 1 mod(12) pois mdc(7,12) = 1 e ϕ(12) = 4.

2 2810 ≡ 1 mod(11).

3 342 ≡ 9 mod(100).
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Problemas

Problema

Mostre que 270 + 370 é múltiplo de 13.

Problema

Encontre os dois últimos dı́gitos de 31005 na notação decimal.

Problema

Mostre que não existe um inteiro x tal que x5 − 2 é múltiplo de
41.
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Problemas

Problema
Mostre que existem infinitos números da forma 2000 · · · 009
que são múltiplos de 2009.

Problema
Mostre que não existem inteiros x, y e z tais que
x2 + y2 + z2 = 8007.
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