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Definicao de divisibilidade

Definicao

Dados dois numeros inteiros d e a, dizemos que d divide a se
existe q € 7Z tal que a = qd. Neste caso, também dizemos que
d é um divisor de a ou que a é um multiplo de d. Notag3o:

d | a significa que d divide a e d [ a significa que d no divide
a.
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© 5|15, pois 15 = (—3) - (-5).
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© 5|15, pois 15 = (—3) - (-5).
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© 5|15, pois 15 = (—3) - (-5).

©Q 1|aparatodoacZ,poisa=a-1.
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©Q 7|35pois35=5-7.

Q 3| —9pois —9=(-3)-3.

© 5|15, pois 15 = (—3) - (-5).

©Q 1|aparatodoacZ,poisa=a-1.
Q4 /7.

© d|Oparatodoac Z, pois0=0-d.
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@ Sed|aed| b, entdo d | ax + by para quaisquer x, y € Z.
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@ Sed|aed| b, entdo d | ax + by para quaisquer x, y € Z.
©Q Sea|bebjc,entdaoalc.
© Sed|aentaoa=00u|d| < |4l

Problema

Encontre todos os inteiros n tais que 2n + 1 divide 3n° —n — 1.
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Teorema

Dados dois numeros inteiros n e d com d # 0, entdo existem
qg,r € Z,com0 < r < |d|, tais que

n=dq+r.

Além disso, q e r sdo unicamente determinados a partir de n e
d.

Giuliano Boava ivisibilidade e Congruéncia



Defini¢ao e Propriedades

Divisao Euclidiana

Maximo Divisor Comum

Teorema Fundamental da Aritmética

Divisibilidade

Exemplos

Giuliano Boava



Defini¢ao e Propriedades

Divisao Euclidiana

Maximo Divisor Comum

Teorema Fundamental da Aritmética

Divisibilidade

Exemplos

@ Paran=42e d=5,tem-se g =8 e r =2, pois
42 =5.8+2;
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@ Paran=42e d=5,tem-se g =8 e r =2, pois
42 =5.8+2;

Q@ —34=6-(-6)+2;

Q 38=(-7) (-5)+3.
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Definicao

Dados dois numeros inteiros a e b com a e b nao nulos,
definimos o maximo divisor comum entre a e b como o maior
inteiro positivo que divide a e b ao mesmo tempo. Notag¢do:
mdc(a, b). Nos casos em que a ou b so iguais a 0, definimos
mdc(a,0) = |a|, mdc(0, b) = |b| e mdc(0,0) = 0.
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Q@ mdc(6,14) = 2.
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Q@ mdc(6,14) = 2.
@ mdc(5,11) = 1. Neste caso, dizemos que 5 e 11 sdo
primos entre si.
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Q@ mdc(6,14) = 2.

@ mdc(5,11) = 1. Neste caso, dizemos que 5 e 11 sdo
primos entre si.

© mdc(-8,12) = 4.
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mdc(6,14) = 2.
mdc(5,11) = 1. Neste caso, dizemos que 5 e 11 séo
primos entre si.

mdc(—8,12) = 4.
mdc(a, 1) = 1, para qualquer a.
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mdc(6,14) = 2.

mdc(5,11) = 1. Neste caso, dizemos que 5 e 11 sé@o
primos entre si.

mdc(—8,12) = 4.

mdc(a, 1) = 1, para qualquer a.

mdc(—15,0) = 15.
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Sea=b-q+ r, entdo mde(a, b) = mdc(r, b).
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Teorema
Sea=b-q+ r, entdo mde(a, b) = mdc(r, b).

Calcule mdc(132,21).
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Teorema
Todo numero natural n > 2 pode ser escrito na forma

e e, e
n_p11.p22 ..... S

emque p1, ..., pr SG0 numeros primos. Além disso, se
p1 < po < --- < pr € 0S expoentes e; sdo todos positivos, entao
tal expressao € unicamente determinada a partir de n.
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Q@ 18=2.32

@ 60=22.3.5;

© 1000 = 23.53;
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Q@ 18=2.32

@ 60=22.3.5;

© 1000 = 23.53;

Q 37 =237.
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Definicao de congruéncia

Definigao
Dados trés numeros inteiros a, b e n, dizemos que a é

congruente abmodulonsen|a— b, istoé, sea—b é
multiplo de n. Notagdo: a = b mod(n).
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@ 5=2mod(3);
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@ 5=2mod(3);
©Q 5=7 mod(2);
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Q@ 5=2mod(3
©Q 5=7 mod(2);
© 15 =0 mod(-5);

)

~— —
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@ 5=2mod(3);
©Q 5=7 mod(2);
© 15 =0 mod(-5);
Q@ —-3=12 mod(5);
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@ 5=2mod(3);

©Q 5=7 mod(2);

© 15 =0 mod(-5);
Q@ —-3=12 mod(5);
@ 5 =5 mod(46);
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Exemplos

@ 5=2mod(3);

©Q 5=7 mod(2);

© 15 =0 mod(-5);
Q@ —-3=12 mod(5);
@ 5 =5 mod(46);

© Se ae bdeixam o mesmo resto na divisao por n, entdo
a = b mod(n).
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Q@ a=amod(n);
@ a=bmod(n) = b= amod(n);
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Propriedades da congruéncia

@ a= amod(n);
Q@ a=bmod(n) = b= amod(n);
© a=bmod(n) e b=c mod(n) = a=c mod(n);
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@ a= amod(n);
Q@ a=bmod(n) = b= amod(n);
© a=bmod(n) e b=c mod(n) = a=c mod(n);

Q@ a=bmod(n) = a+c=b+cmod(n),a—c=b-c
mod(n) e ac = bc mod(n);
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© a=bmod(n) e b=c mod(n) = a=c mod(n);
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@ a= amod(n);

@ a=bmod(n) = b= amod(n);

© a=bmod(n) e b=c mod(n) = a=c mod(n);

Q@ a=bmod(n) = a+c=b+cmod(n),a—c=b-c
mod(n) e ac = bc mod(n);

@ a=bmod(n)ec=dmod(n) = a-+c= b+ d mod(n),
a—c=b—dmod(n)e ac = bd mod(n);

@ a=bmod(n) = & = b mod(n);
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Propriedades da congruéncia

@ a= amod(n);
Q@ a=bmod(n) = b= amod(n);
© a=bmod(n) e b=c mod(n) = a=c mod(n);

Q@ a=bmod(n) = a+c=b+cmod(n),a—c=b-c
mod(n) e ac = bc mod(n);

@ a=bmod(n)ec=dmod(n) = a-+c= b+ d mod(n),
a—c=b-dmod(n) e ac = bd mod(n);

Q a=bmod(n) = & = b mod(n);

@ Se mdc(c,n) =1 e ac = bc mod(n), entdo a = b mod(n).
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Exemplos

@ Como 3 =7 mod(4) e 7 =31 mod(4), entdo 3 = 31
mod(4).
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Exemplos

@ Como 3 =7 mod(4) e 7 =31 mod(4), entdo 3 = 31
mod(4).

Q@ 5=12mod(7) = 8-5=8-12 mod(7).
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Exemplos

@ Como 3 =7 mod(4) e 7 =31 mod(4), entdo 3 = 31
mod(4).

Q@ 5=12mod(7) = 8-5=8-12 mod(7).

© Como 7 = 37 mod(6) e 8 = 14 mod(6), entao
74+8=37+14 mod(6)e 7 -8 =37-14 mod(6).
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Exemplos

@ Como 3 =7 mod(4) e 7 =31 mod(4), entdo 3 = 31
mod(4).

Q@ 5=12mod(7) = 8-5=8-12 mod(7).

© Como 7 = 37 mod(6) e 8 = 14 mod(6), entao
74+8=37+14 mod(6)e 7 -8 =37-14 mod(6).

Q@ 21 =33 mod(4) = 7 = 11 mod(4), pois mdc(3,4) = 1.
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Problema

Calcule o resto da divisdo de 21°%0 por 31.
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Problema
Calcule o resto da divisdo de 21°%0 por 31.

Problema

Calcule o resto da divisdo de 3°° por 28.
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Problemas

Problema
Calcule o resto da divisdo de 21°%0 por 31.

Problema

Calcule o resto da divisdo de 3°° por 28.

Problema

Calcule o resto da divisdo de 7'° por 47.
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Funcao ¢ de Euler

Definicao

Dado um inteiro n > 2 definimos ¢(n) como o nimero de
inteiros de 1 até n que sao primos com n. A fungao ¢ é
denominada fun¢ao de Euler.
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Q ¢(12) = 4;
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Q ¢(16) =8.
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Férmula para calcular ¢(n)
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Férmula para calcular ¢(n)

Teorema

@ Sep é primo, entdo p(p) =p— 1.
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Férmula para calcular ¢(n)

Teorema

@ Sep é primo, entdo p(p) =p— 1.

Pl per é a fatoragdo em primos de n,

o(n) = n. <p1p:1>'(pzp;1>""'<prp_,1>-
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Exemplos

Q@ ¢(73) = 72, pois 73 é primo.
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Exemplos

Q@ ¢(73) = 72, pois 73 é primo.

Q p(12)=12-}-2=4

Giuliano Boava ilidade e Congruéncia



Definicao e Propriedades
Congruéncia Funcao ¢ de Euler
Teorema de Euler-Fermat

Exemplos

Q@ ¢(73) = 72, pois 73 é primo.

(TEN
wlind
Il
N

Q »(12) =12

nol—

ol
I
N
©

Q@ »(100) = 100-
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Teorema de Euler-Fermat

Teorema

Se mdc(a, n) =1, entdo

a*(" =1 mod(n).

Em particular, se p é primo e a nao é muiltiplo de p, entao

a~1'=1 mod(p).
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© 7% =1 mod(12) pois mdc(7,12) = 1 e (12) = 4.
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Exemplos

© 7% =1 mod(12) pois mdc(7,12) = 1 e (12) = 4.

Q 28'° =1 mod(11).
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Exemplos

© 7% =1 mod(12) pois mdc(7,12) = 1 e (12) = 4.

Q 28'° =1 mod(11).

© 3% =9 mod(100).
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Problema
Mostre que 270 + 370 é muiltiplo de 13.
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Problema
Mostre que 270 + 370 é muiltiplo de 13.

Problema

Encontre os dois ultimos digitos de 3'°%° na notacdo decimal.
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Problemas

Problema
Mostre que 270 + 370 é muiltiplo de 13.

Problema

Encontre os dois ultimos digitos de 3'°%° na notacdo decimal.

Problema

Mostre que néo existe um inteiro x tal que x° — 2 é mdltiplo de
41.
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Problemas

Problema

Mostre que existem infinitos numeros da forma 2000 - - - 009
que sdo mliltiplos de 2009.
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Problemas

Problema

Mostre que existem infinitos numeros da forma 2000 - - - 009
que sdo mliltiplos de 2009.

Problema

Mostre que nao existem inteiros x, y e z tais que
x% + y? + z2 = 8007.
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