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Seja n um ndmero natural qualquer maior do que 1. Qual serd o valor da
soma de todos os n primeiros ndimeros impares, ou seja, de
S(n)=1+3+...+2n—-1)?

Vejamos alguns casos:

on=1 51)=1,
on=2:52)=1+3=4=2%
on=35B)=1+3+5=9=3%
on=4:50B)=14+3+5+7=16=4%
?.

Parece que para todo nimero natural n, temos que
S(n) = n?. Mas como provar isso?
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Seja n um niimero natural qualquer e considere x = n®> 4+ n + 41.
o n=0= x =41,
n=1= x =43;
n=2= x =47,
n=3= x=53;
n=4= x =61,
n=5=x="T71,
n=6= x=283;
n=7= x =97,
n=8=x=113;
n=9= x=131;
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Seja n um niimero natural qualquer e considere x = n®> 4+ n + 41.

o n=0= x =41,
o n=1= x =43
9 n=2= x =47,
o n=3=x=53;
o n=4= x=61;
e n=5b=x=T71,
@ n=6= x=283
o n=7=x=097,
@ n=8= x=113;
o n=9=x=131;
Q

Parece que para todo niimero natural n, x = n> + n+ 41 é
um ndmero primo!
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Seja n um niimero natural qualquer e considere x = n®> 4+ n + 41.
n=0= x =41,
n=1= x =43;
n=2= x =47,
n=3= x=53;
n=4= x =61,
n=5=x="T71,
n=6= x=283;
n=7= x =97,
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Parece que para todo niimero natural n, x = n> + n+ 41 é
um ndmero primo!
Falso, pois para n = 40 temos 40% + 40 + 41 = 41 x 41 que é um ndmero
composto!
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Pergunta:

Como garantir que uma proposicao geral é verdadeira para qualquer
nGmero natural n, se nao podemos experimentar todos os valores
possiveis de n?
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Como garantir que uma proposicao geral é verdadeira para qualquer
nGmero natural n, se nao podemos experimentar todos os valores
possiveis de n?

As vezes (nem sempre) podemos garantir a validade da afirmaco
usando um “principio de indugao”.
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Inducdo completa

Axiomas de Peano (1858-1932)
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Inducdo completa

Geometria

300 a.C. - Nos Elementos, de Euclides, a Geometria ja recebia um
tratamento légico-dedutivo, com seus postulados e axiomas.
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Inducdo completa

@ 1260 - Nossa primeira tentativa registrada de axiomatizar o conjunto
dos nimeros naturais. Giovanni Campano, capeldo do Papa Urbano
IV, procurou fundamentar os nliimeros naturais em quatro
postulados.
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@ 1260 - Nossa primeira tentativa registrada de axiomatizar o conjunto
dos nimeros naturais. Giovanni Campano, capeldo do Papa Urbano
IV, procurou fundamentar os nliimeros naturais em quatro
postulados.

o Gottfried W. Leibniz (1646-1716) - assinalou que “verdades” tdo
evidentes como 2 + 2 = 4 devem ser objeto de demonstracao a
partir do conceito de nimero, o mesmo devendo acontecer também
com propriedade aparentemente t3o ébvias como a comutatividade
da adicdo e da multiplicacdo.
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@ 1260 - Nossa primeira tentativa registrada de axiomatizar o conjunto
dos nimeros naturais. Giovanni Campano, capeldo do Papa Urbano
IV, procurou fundamentar os nliimeros naturais em quatro
postulados.

o Gottfried W. Leibniz (1646-1716) - assinalou que “verdades” tdo
evidentes como 2 + 2 = 4 devem ser objeto de demonstracao a
partir do conceito de nimero, o mesmo devendo acontecer também
com propriedade aparentemente t3o ébvias como a comutatividade
da adicdo e da multiplicacdo.

@ Até o século XIX os fundamentos da Matemadtica se apoiaram quase
que inteiramente apenas na intuicdo!
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1260 - Nossa primeira tentativa registrada de axiomatizar o conjunto
dos nimeros naturais. Giovanni Campano, capeldo do Papa Urbano
IV, procurou fundamentar os nliimeros naturais em quatro
postulados.

Gottfried W. Leibniz (1646-1716) - assinalou que “verdades’t3o
evidentes como 2 + 2 = 4 devem ser objeto de demonstracao a
partir do conceito de nimero, o mesmo devendo acontecer também
com propriedade aparentemente t3o ébvias como a comutatividade
da adicdo e da multiplicacdo.

Até o século XIX os fundamentos da Matemadtica se apoiaram quase
que inteiramente apenas na intuicdo!

1888 - O primeiro sistema completo de axiomas para a Aritmética
foi apresentado por Richard Dedekind.
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Primeiro

o Conceitos primitivos: s3ao termos da teoria sem uma explicagdo
formal de seu significado;

@ Axiomas: proposi¢cOes que se tomam como verdadeiras
independentes de qualquer demonstracido que caracterizam os
conceitos primitivos;

@ Demais resultados: sao demonstrados a a partir dos axiomas por
raciocinios légicos corretos.
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Inducdo completa

Conceitos primitivos:

o Zero;
@ Ndmero natural;

@ Relagdo é sucessor de.
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Inducdo completa

(P1) Zero é um niimero natural.

(P2) Se n é um nimero natural, entdo n tem um tnico sucessor que
também é um ndmero natural.

(P3) Zero n3o é sucessor de nenhum ndmero natural.

(P4) Dois niimeros naturais que tém sucessores iguais sdo, eles préprios,
iguais.

(P5 - ) Se uma cole¢do S de niimeros
naturais contém o zero e, também, o sucessor de todo elemento de S,
entdo S é o conjunto de todos os niimeros naturais.
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Sejam P(n) uma propriedade relativa ao nimero natural n e ng um
ndmero natural. Suponhamos que:

(i) P(no) é valida;

(ii) para todo nidmero natural n > ng, a validez de P(n) implica na
validez de P(n + 1).

Ent3o, P(n) é verdadeira para todo ndmero natural n > ng.
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Primeiro principio de indugdo

Mostre que para todo niimero natural n > 1, temos que
S(n)=1+3+5+...+(2n—1)=n%
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Primeiro principio de indugdo

Mostre que para todo niimero natural n > 1, temos que
S(n)=1+3+5+...+(2n—1)=n%

Mostre que para todo nimero natural n > 1, temos que 4" +6n—1 é
divisivel por 9.
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Primeiro principio de indugdo

Mostre que para todo niimero natural n > 1, temos que
S(n)=1+3+5+...+(2n—1)=n%

Mostre que para todo nimero natural n > 1, temos que 4" +6n—1 é
divisivel por 9.

Mostre que para todo niimero natural n > 5, temos que 2" > n?.
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Primeiro principio de indugdo

O enigma do cavalo de Alexandre

O cavalo de Napoledo era branco, enquanto o de Alexandre tinha cor de
bronze. No entanto, vamos “provar’que todos os cavalos possuem a
mesma cor!
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Considere a sentenca:
P(n): Num conjunto com n cavalos, todos possuem a mesma cor.

P(1) é obviamente verdadeira.
Agora, suponha que o resultado seja vélido para um conjunto com k
cavalos, onde k é qualquer niimero natural maior ou igual a 1 e considere

0 conjunto
C={G,G,...,Ch Chi1},

com k + 1 cavalos.

Pela hipétese de inducgdo, os cavalos no conjunto {Ci, ..., Cc} possuem
todos a mesma cor. Analogamente, os cavalos no conjunto

{G, ..., Cxy1} possuem todos a mesma cor.

Como as colegBes {Cy, ..., Ck} e {Ca, ..., Cky1} possuem cavalos em
comum, concluimos que todos os cavalos em C possuem a mesma cor.
Logo, pelo primeiro principio de indu¢ao, em um conjunto com n cavalos,
todos possuem a mesma cor, onde n é qualquer ndmero natural. (1?1)
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Segund

Sejam P(n) uma propriedade relativa ao nimero natural n e ng um
ndmero natural. Suponhamos que:

) P(no) é valida;

ii) para todo ndmero natural n > ng, a validez de P(k) para todo
no < k < n implica na validez de P(n + 1).

Ent3o, P(n) é verdadeira para todo ndmero natural n > ng.
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Segundo principio de indugao

. 1 .
Seja x um ndmero real ndo nulo, tal que x + — é um nidmero inteiro.
X

. . . 1
Mostre que para todo nimero natural n maior ou igual a 1, x" + —
X

também é um numero inteiro.
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Primeiro princ

Para todo ndmero natural n maior do que 1 existem nimeros primos
p1,P2,---,Pr, onde r € um nimero natural maior ou igual do que 1, de
modo que

n=p X p2X...xp,.

Além disso, esta decomposi¢do é tnica a menos da ordem dos fatores.
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Segundo principio de indugao
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